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Hoofdstuk 1
Rekenkunde

Rekenkunde of arithmetica is de studie van het rekenen met getallen. We
beschouwen hiervoor de verzameling van alle reéle getallen, die we met R
noteren. Deze verzameling bevat alle rationale getallen, dat zijn de getallen
die we als een quotiént van twee gehele getallen (of als een breuk) kunnen
schrijven, en de #rrationale getallen, die we als een niet-herhalend decimaal
getal kunnen voorstellen (zoals 7 = 3,1415...). Op deze verzameling van
reéle getallen zullen we nu een aantal belangrijke bewerkingen invoeren en
bestuderen.

1.1 Optelling en som

We kunnen twee reéle getallen optellen, waarbij we een derde reéel getal
bekomen dat we de som van deze getallen noemen. Enkele voorbeelden van
sommen zijn

5,71+ 3,228 = 8,938, 312,54 105,7 = 418, 2.

De optelling is een commutatieve en associatieve bewerking, dit wil zeggen
dat de volgorde waarin we meerdere getallen samentellen niet belangrijk is



voor het eindresultaat.

2,74+3,2=8,9=3,24+5,7, 14+24+43=1+5=6, 1+2+3=34+3=6.

1.2 Aftrekking en verschil

We kunnen een reéel getal ook aftrekken van een ander reéel getal. Het
resultaat van deze bewerking wordt het verschil genoemd.

571 —-2,3=3,41, 5—7=-2.

De volgorde waarin we getallen van elkaar aftrekken is belangrijk voor het
eindresultaat. We spreken daarom af dat we een uitdrukking met opeenvol-
gende aftrekkingen van links naar rechts uitvoeren, dus

0—2—-1=3-1=2

1.3 Vermenigvuldiging en product

Twee reéle getallen kunnen met elkaar vermenigvuldigd worden, het resultaat
van deze bewerking wordt het product van beide getallen genoemd. We zullen
de vermenigvuldiging soms aanduiden met x, maar in de meeste gevallen
schrijven we het product met een punt, -.

12x6="72, 12,3-4,1=50,43.

De vermenigvuldiging is, zoals de optelling, commutatief en associatief, en
de volgorde waarin opeenvolgende vermenigvuldigingen uitgevoerd worden is
bijgevolg niet belangrijk voor het eindresultaat,

4-5-6=4-30=120, 4-5-6=20-6=120, —4,1-52=—21,32.

We merken op dat het product van twee positieve of twee negatieve getallen
een positief getal is, terwijl een positief en een negatief getal met elkaar
vermenigvuldigen een negatief product opleveren.



1.4 Deling en quotiént, breuken

De deling van twee getallen is de omgekeerde bewerking van de vermenig-
vuldiging, het resultaat van de bewerking wordt het quotiént genoemd. We
noteren deze bewerking soms met het teken :, meestal schrijven we echter /.

120 : 4 = 30, omdat 4 x 30 = 120,  130/17 = 7,647...

We zullen het quotiént soms ook schrijven als een breuk, bijvoorbeeld

130
130 : 17 = 130/17 = —.
/ 17

De volgorde waarin opeenvolgende delingen worden uitgevoerd is belangrijk
voor het eindresultaat, omdat de deling niet commutatief en niet associatief
is. We zullen daarom opeenvolgende delingen steeds van links naar rechts
uitvoeren,

120/4/3 = 30/3 = 10.

1.5 Bewerkingen met breuken

We kunnen een gegeven breuk vereenvoudigen of in een andere, equivalente
vorm, schrijven door teller en noemer van de breuk te vermenigvuldigen met
of te delen door een willekeurig getal (verschillend van 0),

12 3-4 3 9 3-3 3

2 7.4 7 24 8.3 8§

Om de som (of het verschil) te berekenen van twee gelijknamige breuken (dit
zijn breuken met een gelijke noemer) tellen we de tellers van beide breuken
samen (of berekenen we het verschil),

2 7 _9 5 1 _-2_ 2
13 13 13’ 13 13 13 13
Als de breuken niet gelijknamig zijn kunnen we ze gelijknamig maken door,

in beide breuken, de teller en de noemer te vermenigvuldigen met een goed
gekozen getal:

7 8§ 28 40 68 17

3
571260 60 60 15 1
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Twee breuken met elkaar vermenigvuldigen gebeurt door de tellers en de
noemers met elkaar te vermenigvuldigen,

7 6 7-6 42 21

10 13 10-13 130 65

en het omgekeerde van een breuk bekomen we door teller en noemer te ver-
wisselen. Om een getal te delen door een breuk, volstaat het dus dit getal te
vermenigvuldigen met het omgekeerde van deze breuk, zodat

14

O
N

T_2-7
5 3.5 15

EISIN
Wl o

1.6 Machtsverheffing

Bij machtsverheffing wordt een getal, het grondtal genaamd, een aantal keer
met zichzelf vermenigvuldigd. Het aantal factoren in dit product wordt aan-
gegeven door de exponent, die we weergeven als een bovenindex.

Als we als grondtal 5 en als exponent 3 kiezen, dan is de derde macht van 5

gegeven door
52 =5.5.5=125,

terwijl

?=7.-7T=49, 3=3.3-3-3-3=243.

In het speciale geval waar de exponent 2 is, noemen we de tweede macht van
een getal ook het kwadraat van dat getal.

We kunnen een product of quotiént van twee getallen tot een macht verheffen
door elk van de factoren tot deze macht te verheffen,

5\2 52 25
152 =(5-32=52.32=25.9 =225 () = — =,
(5-3) ’ 8 82 64

1.7 Worteltrekking

Worteltrekking is de omgekeerde bewerking van de machtsverheffing.
De vierkantswortel uit een getal is het (positieve) getal waarvan het kwadraat
gelijk is aan het gegeven getal, bijvoorbeeld

V16 =4, omdat 4% = 16.



Op dezelfde manier is de derdemachtswortel uit een getal dat getal waarvan
de derde macht overeenkomt met het gegeven getal,

V125 = 5, omdat 5° = 125, V-8 =—-2.

Voor andere wortelvormen kunnen we op dezelfde manier te werk gaan, en

bijvoorbeeld stellen dat
V32 =2.

De machtswortels uit een getal zijn niet altijd bepaald. Zo is het kwadraat
(of een andere even macht) van een willekeurig getal steeds positief, zodat
het onmogelijk is om een vierkantswortel of een 4-de machtswortel uit een
negatief getal te trekken.

Anderzijds bestaan er, voor elk positief getal, steeds twee getallen waarvan
het kwadraat (of een andere even macht) dit getal oplevert. Zo is bijvoorbeeld

4% = 16, (—4)? = 16,

zodat telkens een positief en een negatief getal als vierkantswortel kan be-
schouwd worden. De afspraak is in dat geval dat we het positieve getal
kiezen,

Om een wortel uit een breuk te berekenen volstaat het de wortel te bepalen
uit de teller en de noemer, bijvoorbeeld

\/E_\/E_zl
9 Vo 3

Verder is het duidelijk dat de wortel uit een product overeenkomt met het
product van de wortels uit elk van de factoren,

V216 = /8- 27T = v/8v27=23=6, V50=1+25-2 =252 =5V2.

1.8 Voorrangsregels

Bij het oplossen van problemen zullen we vaak te maken krijgen met be-
rekeningen waarbij verschillende bewerkingen na elkaar worden uitgevoerd.
Om verwarring te vermijden worden, voor het uitvoeren van ingewikkelde
berekeningen, een aantal afspraken gemaakt die aangeven in welke volgorde
de nodige bewerkingen uitgevoerd worden: eerst voeren we machtsverheffin-
gen en worteltrekkingen uit, vervolgens de vermenigvuldigingen en delingen,
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tenslotte de optellingen en aftrekkingen. Indien we van deze volgorde afwij-
ken, geven we dit aan door het gebruik van haakjes: de uitdrukkingen tussen
haakjes zullen dan eerst uitgewerkt worden.

Zo is bijvoorbeeld

4+43-5—4% /2% = 44+15—64/4 = 4+15—16 = 3, (4+3)-5—4/2 = 35—2 = 33.

1.9 Gebruik van een rekenmachine

Vaak wordt bij het uitvoeren van ingewikkelde berekeningen gebruik gemaakt
van een zakrekenmachine. Sommige, vaak oudere, zakrekenmachines ma-
ken gebruik van een ander soort van voorrangsregels, zodat het niet altijd
voldoende is de gevraagde bewerking over te typen. Raadpleeg dus steeds
de handleiding van je zakrekenmachine vooraleer je dergelijke berekeningen
maakt met je rekenmachine. Indien je twijfelt, bereken je het resultaat best
in enkele stappen, waarbij je rekening houdt met de afgesproken volgorde, of
gebruik je de op je rekenmachine aanwezige haakjestoetsen.



Hoofdstuk 2

Elementaire algebra

Soms is een reéel getal niet of moeilijk precies voor te stellen met behulp van
cijfers (decimale schrijfwijze), en is het makkelijker dit getal voor te stellen
met behulp van een symbool. Dit is het geval, bijvoorbeeld, voor het reéel
getal m = 3,1415..., het getal e = 2,78... en de vierkantswortel uit 2,
V2 =1,4.... Dergelijke symbolen, die een bepaald (vast) getal voorstellen,
noemen we constanten.

Soms is het ook interessant dat we een getal niet precies hoeven te kennen
om een berekening te beschrijven, en dat we de exacte waarde van dat ge-
tal achteraf kunnen invullen, of dat we de berekening tegelijkertijd kunnen
maken voor alle mogelijke waarden die dat getal in verschillende omstandig-
heden kan aannemen. In dit geval is het ook interessant dat we dit getal
kunnen voorstellen met behulp van een symbool (dat we een variabele, een
veranderlijke of soms een onbekende noemen), zoals een letterteken of een
woord. Zo weten we bijvoorbeeld dat de omtrek van een willekeurige cirkel
gegeven wordt door het product van 7 (een constante) met de lengte van de
middellijn van de cirkel (het dubbel van de straal),

Omtrek = 2 - 7 - Straal.

Uitdrukken dat persoon A dubbel zo oud is als persoon B kan gebeuren met



de formule

A=2.B,

terwijl de inhoud V' van een kubus met zijde Z gegeven wordt door
V=275

In dit hoofdstuk over elementaire algebra bestuderen we een aantal technie-
ken om dergelijke formules te behandelen. Deze technieken worden afgeleid
uit een (zeer beperkt) aantal rekenregels uit de rekenkunde, die geldig blijven
voor alle waarden die we in de uitdrukkingen invullen.

2.1 Som en verschil, product en quotiént

We zagen reeds dat de som van reéle getallen commutatief en associatief is,
dit wil zeggen dat voor willekeurige getallen a, b, c € R geldt dat

a+b=>b+a, (a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c

Dit betekent dat de volgorde waarin getallen samengeteld worden geen rol
speelt voor het eindresultaat. Verder is 0 het neutraal element voor de op-
telling,

a+0=a,

en bestaat er voor elk getal a € R een (unieke) tegengestelde, —a, zo dat
a+(—a)=0=(—a)+a.

De tegengestelde van een som is de som van de tegengestelden van alle ter-
men,

—(a+b) = (—a)+ (=b).
We kunnen het verschil van twee getallen beschouwen als de som van een
getal en het tegengestelde van het tweede getal,
a—b=a+(=b).

Het product van reéle getallen (aangegeven als a - b of, waar mogelijk, als ab)
is commutatief en associatief, dus geldt voor willekeurige getallen a,b,c € R
dat

a-b=>b-a, (@-b)-c=a-(b-c)=a-b-c,
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en we besluiten dat de orde waarin getallen vermenigvuldigd worden onbe-
langrijk is. Verder is 1 het neutraal element voor de vermenigvuldiging en is
0 het (unieke) opslorpend element,

a-1=a, a-0=0, a-b=0<a=00fb=0.

Elk getal a # 0 heeft een omgekeerde, die we met % aanduiden, waarvoor
geldt dat

a-—=1.
a

We zien dat de omgekeerde van een product gelijk is aan het product van de
omgekeerden der factoren,
I 11
abab
Het product is verder distributief ten opzichte van de som,
a-(b+c)=a-b+a-c

Deze eigenschap laat ons toe een product te schrijven als een som of, indien
gewenst, een gemeenschappelijke factor in een som “vooraan te stellen”.

De deling van een getal a door een getal b (en dus ook een breuk %) kan
beschouwd worden als een vermenigvuldiging van a met de omgekeerde van

b,
a 1
a/b=-+=a-—.
/ b b
Door gebruik te maken van deze rekenregels kunnen we reeds een groot aantal
uitdrukkingen vereenvoudigen. De meeste gekende regels uit de rekenkunde

zijn gevolgen van de hierboven beschreven eigenschappen.

2.2 Bewerkingen met breuken

Het product van twee breuken kan berekend worden als

A L 0
c d_a c d—a c-d c-d
Omdat
ba_ab_.
a b a-b



b

a’

zien we dat de omgekeerde van § gelijk is aan

Hieruit volgt dat het quotiént van twee breuken kan berekend worden als

b_al_ad_ad
S b £ b c bec

Hieruit volgt dat, voor een willekeurige waarde ¢ € Ry,

waaruit we besluiten dat we de teller en de noemer van een breuk steeds
kunnen vermenigvuldigen met of delen door een getal (verschillend van 0)
zonder de waarde van deze breuk te veranderen. Dit laat ons toe breuken
in een andere, eenvoudigere vorm te schrijven of, indien nodig, twee breuken
gelijknamig te maken (“op gelijke noemer te zetten”).

De som van twee gelijknamige breuken wordt gegeven door

a b 1 1
7_|_7 — a/.7_|_b.f
C C C C
1 b
— (a+p)-- =20
C C

terwijl we de som van twee (of meer) willekeurige breuken kunnen berekenen
door deze breuken gelijknamig te maken,

a b 1 1
cta T g the Ty
1 a-d+b-c
= (a-d+b-c)- = .
(a-d+b-c) c-d c-d

2.3 Machtsverheffing en worteltrekking

Voor een (strikt positief) natuurlijk getal n en een reéel getal a € R definiéren
we de n-de macht van a (uitgesproken als “a tot de n-de”) als

a“=a-a-...-a, nfactoren.
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De n-de machtswortel uit een reéel getal a, aangeduid met {/a, is een reéel
getal waarvan de n-de macht gelijk is aan a,

(¥a)" = a.

In het speciale geval n = 2 wordt de tweede macht van een getal ook het
kwadraat van dat getal genoemd, en spreken we over de vierkantswortel in
plaats van over de tweede machtswortel.

Uit de rekenregels voor de vermenigvuldiging volgt dat

an . am — 6Ln—&—m’ (an)m — an.m7 an . bn — (a . b)n7

voor alle reéle getallen a, b en alle (strikt positieve) natuurlijke getallen n, m.
Als we veronderstellen dat deze resultaten geldig blijven voor andere (niet-
natuurlijke) exponenten, zien we dat

waaruit volgt dat

Verder besluiten we uit

aO — al-l—(—l) _ al X a—l =aqa- &—1

dat a=! de omgekeerde is van a. Vaak wordt deze notatie daarom gebruikt
om de omgekeerde van een reéel getal aan te geven,

1
al=2.
a
We kunnen daarom ook stellen dat
1
—=a--=a-b"!
b Yy "
Meer algemeen schrijven we ook
n 1
at=—
an

Omdat



kunnen we ook stellen dat

Meer algemeen volgt hieruit dat
aP/1 = Var,

en we zullen deze notatie in het vervolg regelmatig gebruiken.
Met de hierboven ingevoerde definities besluiten we dat, voor alle mogelijke
waarden van a,b € R, p,q € Q, geldt dat

al - qf = aPte, = =gl a (aP)? = aP9,  (a-D)P =aP - bP.

Door speciale waarden voor p en ¢ te kiezen leiden we hieruit onmiddellijk
een aantal regels voor het werken met wortelvormen af:

Jab=a- b, da=wa War=a.

Verder zien we onmiddellijk dat

gp_ S O p,—p_ip
(b> = (a0 = a6 =

en door p te vervangen door % zien we dat

T

2.4 Merkwaardige producten

Door gebruik te maken van de hierboven ingevoerde rekenregels, kunnen we
onmiddellijk de volgende “merkwaardige producten” bekomen:

(z+y)® = 2®+2z-y+y°,

-y = (z+y)(z—y),

3 3 2 2 3
(x+vy)” = 2°+3z°y+ 3zy” +y°,
-yt = (r—y) (@ +ay+yd),

Py = (v +y)(@® -y +y7).
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Meer algemeen kunnen we aantonen dat, voor elke waarde van n € Ny, geldt
dat

n n n n n— n n—
(x+y)" = <O>x y0+<1>x 1y1+(2>x T

+( n )nyn2+< n )xlynl_‘_(n)xoyn,
n— 2 n—1 n

waarbij de binomiaalcoéfficiént (Z) gedefinieerd wordt als

(Z) - kz!(nni k)l

De faculteit van een natuurlijk getal wordt hierbij gedefinieerd als
nl=n-(n—1)-(n—1)-...-2-1, 0l =1.
Verder geldt, voor elke waarde van n € Ny, dat

" — yn — ({E - y)(l,n—lyO 4 xn—2y1 4+ xlyn—Q + xOyn—l)‘
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Hoofdstuk 3

Veeltermen

3.1 Definities

Een veelterm (in de veranderlijke z) is een uitdrukking van de vorm
™ + ap 12" N+ az + ag.

De uitdrukkingen a;, i = 0,1,...,n zijn (meestal) reéle getallen, en ze wor-
den de coéfficiénten van de veelterm genoemd. De hoogste macht van de
veranderlijke = die voorkomt in de uitdrukking (dus n, op voorwaarde dat
a, # 0), wordt de graad (in =) van de veelterm genoemd. De uitdrukking

2+ 4 + 322 + 20+ 8

is dus een veelterm van graad 5 met reéle coéfficiénten in de veranderlijke z.
De uitdrukking 4y% — 2y + 1 is een veelterm van graad 2 in de onbekende v,
terwijl

2?4 4sin(7)

geen veelterm is.
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3.2 Som, verschil en product van veeltermen

De som van twee veeltermen in de veranderlijke x is opnieuw een veelterm
in de veranderlijke x. Uit de rekenregels van de algebra volgt onmiddellijk
dat de coéfficiént van 2 in deze nieuwe veelterm gelijk is aan de som van de
coéfficiénten van z° in de oorspronkelijke veeltermen. Zo is de som van

A =23+ 222 4 3z + 4, B=2*+42>+52+6
gelijk aan

A+B = (2°+22® + 30 +4)+ (2° + 42 + 52 +6)
220 +3x 4+ 44+ 2% + 42 + 5046
= P4+ +202 + 42+ 3 +5x+4+6
= 1+ +24+4)2>+B+5)z+ (4+6)
= 22+ 62 + 8z + 10,

en op dezelfde manier leiden we af dat
(22 2yr+y?)+(2® +3yz? +3y r+y°) = 2°+(14+3y)2* + (2y+3y2) o+ (> +47°).

Het tegengestelde van een veelterm wordt bekomen door elke coéfficiént van
de veelterm te vervangen door zijn tegengestelde, en het verschil van twee
veeltermen wordt gedefiniéerd als de som van een veelterm met het tegenge-
stelde van de tweede veelterm,

(22° + 3z +5) — (2 + 20 —5) = (22°+32+5)+ (—2* — 272+ 5)
= 2-D2"+B-2)z+ (5+5)
= 2%+ 2+ 10,

(22 =T +9)— (2> +20—5) = (2> =T +9)+ (—2® — 22 +5)
= (1-1D2°+(=7-2)z+ (9+5)
= -9z + 14.

Uit de rekenregels van de algebra volgt dat het product van twee veeltermen
(in de veranderlijke x) opnieuw een veelterm is in de veranderlijke =, waarvan
de graad overeenkomt met de som van de graden van de oorspronkelijke
veeltermen. Zo is het product van de veeltermen (van graad 2)

A=2?4+22+3, B =2 +51+7,
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gegeven door

A-B = (2®+22+3)-(2®+52+7)
= 2222420 22 +3-2°
+a? br+2x-5r +3-bx
+2? 74227437
= 2%+ 223 + 327 + 52 + 1022 4 152 + T2 + 142 + 21
= 2"+ 2452+ (B+10+ 72 + (154 14)x + 21
= 2+ 72 + 202 4 29z + 21.

3.3 Euclidische deling van veeltermen

Beschouwen we twee willekeurige veeltermen D en d, waarbij we veronder-
stellen dat d # 0. We kunnen dan steeds veeltermen () en R construeren

waarvoor geldt dat
D=q -d+ R.

Indien we bovendien eisen dat de graad van de veelterm R kleiner is dan de
graad van d, zijn de veeltermen () en R uniek.
Beschouwen we bijvoorbeeld

D = 2® + 22 + 3z + 4, d=a2>+z+1,

dan zien we dat
Q=xz+1, R=x+3,

(de enige) veeltermen zijn waarvoor geldt dat
D=Q -d+ R,

terwijl de graad van R (in dit geval 1) kleiner is dan de graad van d (in dit
geval 2).
Deze constructie gelijkt sterk op de deling van een (natuurlijk) getal D door
een ander (natuurlijk) getal d, waarbij we twee getallen () en R zoeken waar-
voor geldt dat

D=Q- -d+R,

met als bijkomende eis dat R < d. We kunnen deze constructie daarom
beschouwen als de deling van de veelterm D door de veelterm d. De veelterm
() wordt het quotiént genoemd, de veelterm R is de rest van de deling.
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Om een veelterm D (van graad n),
D =D,2"+ D,_12" '+ ...+ Dz + Dy,
in de praktijk te delen door een andere veelterm d (van graad m),
d=dpx™ + dp_12™ '+ ...+ diz +dy,

gebruiken we het Fuclidische delingsalgoritme.
We merken eerst op dat, als n < m, we onmiddellijk kunnen stellen dat
D=0-d+ R, en dus is

R =D, Q =0.

In wat volgt zullen we daarom aannemen dat n > m.
Stellen we dus dat de graad van de veelterm () gelijk is aan [,

Q=qr' +q 2"+ ..+ qr+q,

en dat de graad van R kleiner is dan m (de graad van d). We kunnen de
coéfliciénten van de veelterm () dan stap voor stap bepalen.

Om de coéfficiént ¢; van de hoogstegraadsterm van () te bepalen, merken we
op dat de hoogstegraadsterm van de uitdrukking @ - d + R gelijk is aan

qlxl cdp ™ = qldmm“rm.

Omdat D = @ - d + R, kunnen we de hoogstegraadstermen van beide uit-
drukkingen vergelijken (in de veronderstelling dat n > m), en we besluiten
dat

[+m=n, qdy, = D,,.

We zien bijgevolg dat de graad van de veelterm @) gelijk is aan n —m, en dat
de hoogstegraadsterm van () gegeven wordt door

D

n—m __ n_n—m
qn—mT = -0

A

We kunnen de veelterm ) dus schrijven als

D,
Q= axn_m +@Q',
waarbij de graad van @’ kleiner is dan n — m. De uitdrukking

D=Q - d+R=qu 2" ™ -d+Q -d+ R
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kan dan geschreven worden als
D—qu " ™-d=Q -d+ R.

en we besluiten dat de veelterm " het quotiént is van de deling van de nieuwe
veelterm

D' =D — gz ™ d

door de veelterm d. We kunnen bijgevolg het delingsalgoritme opnieuw toe-
passen.

We kunnen dit delingsalgoritme als volgt samenvatten:

Stap 1 Als de graad van D kleiner is dan de graad van d, n < m, dan is
@=0en R=D.

Stap 2 Bepaal de hoogstegraadsterm van de veelterm @),

D

n—m __ n _n—m
qn—mT =

dm
Stap 3 Bereken de nieuwe veelterm
D' =D —qpx" ™ -d.

De graad van deze veelterm is lager dan die van de veelterm D.

Stap 4 Deel de veelterm D’ door de veelterm d (door de vorige drie stappen
opnieuw uit te voeren). Het quotiént @)’ van deze deling legt de overige
coéfficiénten van de veelterm () vast. De rest R van deze deling is ook de
rest van de oorspronkelijke deling.

We kunnen dit delingsalgoritme illustreren aan de hand van een voorbeeld,
waarbij we de volgende veeltermen beschouwen:

D = 2% + 22 4 3z + 4, d=2>+x+1.

We zien dat de hoogstegraadsterm van het quotiént gegeven wordt door

1
qr =2 =z,
en de veelterm
D'=D-—x-d

is van de vorm

(2*4+22° + 32 +4) —x(2* + x4+ 1) =2> + 2z + 4.
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Delen we deze nieuwe veelterm door de veelterm d, dan zien we dat

en
(2 +22+4)—1-(2°+z+1)=2+3.

Omdat deze veelterm een graad heeft die kleiner is dan 2, besluiten we dat
Q=qr+qp=x+1, R=2z+3,
en dus is
4207+ 3z +4=(x+1)- (@ +2+ 1)+ (z+3).

De hierboven beschreven techniek kan het eenvoudigst uitgevoerd worden als
een “staartdeling”, zoals aangegeven in het volgende schema.

D - X3+2x2+5x +1+‘)<2+x,+11 = d
- %.d (¢ v < e x) X 9, x
D Eor Ak 14 +41 %% = Q
-4.d --(:vtz + x +1)
X t3
R
Q = x+4
R - x+3
x5+2*l+‘3’( 14 = ("‘*’fj'fx'ai-x-rd.) +(x+5)
D a - d + .
—EveLipes 4 —
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D= x*+757 4+ 3 48 45 x* i< -4
A - (£ E = )
xd ( * 4 X 2 %xz
D:’ 5)(3 + fol + g x +45 +5x 51.'& - Q
(o - (5 +toxt -5x) - i
D' —6x* +Bx 45
- (~¢)d - (-6 - +€)
Hx -1
R
Q: )(2'+ 5:& -&
;Q; 9‘25.& -4_
X*f?x"%jxﬂf; +5 = fx’“‘%ﬁ’x—é)(xﬂ.zmd) +[.?5;<-1’)
D Q . d + R
— EeLipEs 2 -
4 +x* 43x + 5 l X+ 14

X
—(XL'+><3) x> ox*+9x + 4
_(_gé’*xz]
2)(2 +3x +5
‘(-2::2 +2x)
X +5
-(x +1)
4
XU x4 45 o (B o 2xx). (k=) + k.
- Euclipes 3 -
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3.4 Regel van Horner

Wanneer we een veelterm D delen door een veelterm van de vorm d = x — a,
kan dit ook door gebruik te maken van een eenvoudiger schema, dat de
“regel van Horner” genoemd wordt. Hieronder vind je enkele uitgewerkte
voorbeelden van dergelijke delingen.

’Dw Ka+lxl+5n +4

d=- x-a — a=1.

D 4 2 3| 4
+ + | +

o — _ A|{ oA o 3 |06

A 3 6//10
—_——
Q=xz+5x+6

R.--10

B2+ 3 x4 = (xZ+ 3% 46 ). (K—i) + Ao
D o . d i R

— HoRNER A —
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e J

a —

K —i — a= 2. (!)
4 o 2 7| -4
+ + + +
2 Br 2 40 L yo A7, o 38
427 ¢ 437 3
_——
Q- x2 + 2F46x +13  R=3{

< +2’<L"qﬂ-i = ><.44 Ox3+2x‘2+1;< -1

XL? +2%2' ‘l’qh—d_ = (7{54-2)(2'1 é,( +’19 >-(ﬂ—2‘) . Sq_

D Q A + R
— HoRNER 2 —
’D J(3+5)¢.;' -‘-__J( +2
d - x+2 — a=-2
= x —(-2)
D- 4 5 7 2
+ + n
-2, +2 -2 4.__3/-,,"? 2—2
4 37 4 T o
_
Q= E o+ 3 +A R=0

* 4 5x* Tk 42 = (Ftdx+4). (x42) +O

D Q

d

+ R .

— HoRNER 3 —

24



D 3+ 22 43 +4
d: ?(.-f/.f_

Q. 2+ x 42
R- 2

{x2+><—92)(><+i )+2 = X3+ Akt +3¢ +4

— HORMER 4 —

3.5 Ontbinding in factoren

Voor bepaalde toepassingen is het belangrijk dat we een gegeven wiskundige
uitdrukking kunnen schrijven als een product van een aantal eenvoudigere
uitdrukkingen. Dit is bijvoorbeeld het geval wanneer we de waarden van
een onbekende = zoeken waarvoor de uitdrukking 0 wordt. We weten dat een
product van uitdrukkingen slechts 0 wordt indien (minstens) een der factoren
nul wordt, en het volstaat dus de voor elk van de factoren de waarden te
zoeken waarvoor deze factor verdwijnt. Zo zien we bijvoorbeeld dat

v —dr =z (v —4),

en bijgevolg zijn de waarden van x waarvoor geldt dat

2

€xr° —

gegeven door
z =0,

dusz =0en z = 4.



3.5.1 Techniek 1 : Gemeenschappelijke termen vooraan
stellen

Wanneer elk van de termen van een uitdrukking een bepaalde factor bevat,

kunnen we gebruik maken van de distributiviteitseigenschap om deze term

“vooraan te stellen”, dit wil zeggen dat we de uitdrukking schrijven als een

product waarbij deze gemeenschappelijke factor één der factoren wordt.
Zo kunnen we bijvoorbeeld stellen dat

22° + 42° + 62 = 21 - (2% + 22 + 3).
Op dezelfde manier is

ar+3x+ay+3y = (a+3)z+ (a+3)y
(a+3)(xz+vy).

3.5.2 Techniek 2 : Merkwaardige producten

In sommige gevallen kunnen we de uitdrukking beschouwen als een merk-
waardig product. Dit is bijvoorbeeld het geval wanneer de uitdrukking een
verschil van kwadraten of van derdemachten bevat. Zo kunnen we bijvoor-
beeld stellen dat

92? — 64a® = (3x — 8a) - (3x + 8a),
32° — 27 = 3(2* — 9) = 3(z — 3)(z + 3),
en op dezelfde manier tonen we aan dat
5% — 307 + 45 = 5(2* — 62 +9) = 5(x — 3),
42° — 120 +9 = (22 — 3)%.

Het is daarom zeer interessant om de vorm van dergelijke producten grondig
te bestuderen, en deze vorm te leren herkennen in een gegeven uitdrukking.

3.5.3 Techniek 3 : Samennemen van enkele termen uit
de uitdrukking

In sommige gevallen kan men een gegeven uitdrukking ontbinden in factoren
door in een eerste stap een aantal termen samen te nemen die een merk-
waardig product vormen, of waarin reeds een gemeenschappelijke factor kan
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vooraan gesteld worden. Het resultaat van deze bewerking moet dan een
uitdrukking zijn die eenvoudiger in factoren kan ontbonden worden.
Zo kan men bijvoorbeeld eenvoudig uitrekenen dat

a’® —2ab+b* —c* = (a® —2ab+b*) -
(a —b)* — ¢
((a=b) =c)((a=b)+0)
= (a=b—c)la—b+c),
ab+ac+ b +bc = (ab+ ac) + (b* + be)
= alb+c)+bb+c)
(a+b)(b+c),
a® +2ab+ b +ac+be = (a®+ 2ab+ b*) + (ac + be)
= (a+b)?+(a+b)c
= (a+b)((a+b)+c)
(a+b)(a+b+c).

3.5.4 Techniek 4 : Uitdelen van een gekende factor

We weten dat, indien we nul bekomen door de onbekende x in een veelterm
te vervangen door een waarde a, de ontbinding van de veelterm een factor
van de vorm z — a bevat. Door de veelterm Euclidisch te delen door x — a
(de rest R is in dit geval 0), schrijven we deze veelterm dan als

P=Q:(z—a), R=0.
Beschouwen we de veelterm
P=2a2%—3x+2.

Het is duidelijk dat we 0 bekomen wanneer we z = 1 stellen, en we kunnen
bijgevolg stellen dat £ —1 een factor in de ontbinding van P vormt. De andere
factor wordt bekomen door de euclidische deling (of de regel van Horner), en
we vinden dat

P=(x—1)(xz—2).

Op dezelfde manier zien we dat

P=23+32>—-4

27



een factor z — 1 bevat. Door de euclidische deling uit te voeren vinden we
dat
P=(x—1)(2*+4r+4) = (v — 1)(z + 2)%.

3.6 Veeltermen in meerdere veranderlijken

In wat voorafgaat hebben we ons grotendeels beperkt tot de studie van veel-
termen in één veranderlijke. Men kan het begrip “veelterm” echter zeer een-
voudig veralgemenen.

We voeren hiervoor eerst de notie van een éénterm in. Dit is een uitdrukking
die gevormd wordt als een product van een getal (de coéfficiént) en machten
van één of meerdere veranderlijken. Voorbeelden van ééntermen zijn

22, 2%y, 3z, Tz, ...

De graad van een éénterm wordt gedefinieerd als de som van de machten van
de veranderlijken die in de uitdrukking voorkomen. Zo is 2 een éénterm van
graad 2, terwijl x3y? (resp. 3w, 7Txy®z) een éénterm is van graad 5 (resp. 1,
5).

Een veelterm in meerdere veranderlijken kan nu ingevoerd worden als de som
van een aantal ééntermen in die veranderlijken. De graad van een dergelijke
veelterm is dan de hoogste graad van een éénterm die er deel van uitmaakt.
Zo is

yx® + 2yx® + 3y’r + 5yt

een veelterm van graad 4 in de veranderlijken x en y.
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Hoofdstuk 4

Oplossen van vergelijkingen

Een gelijkheid is een uitdrukking van de vorm P = (), waarin beide onder-
delen P en () van een veranderlijke, bijvoorbeeld z, athangen. Indien de
uitdrukking P = () waar is voor elke waarde van de veranderlijke x, spreken
we van een identiteit. Wanneer de uitspraak niet algemeen geldig is, maar
enkel waar is voor een beperkt aantal waarden van de veranderlijke x, spre-
ken we van een vergelijking. De veranderlijke x wordt dan aangeduid als een
onbekende in de vergelijking, en het oplossen van de vergelijking is het be-
palen van alle mogelijke waarden van de onbekende x waarvoor de uitspraak
waar is.

Zo geldt, voor elke waarde van € R, dat

(z+1)* = (x — 1)* = 4x,
en deze uitspraak is daarom een identiteit. Anderzijds is aan de uitspraak
=1

niet voor elke reéle waarde van x voldaan, en we spreken daarom van een
vergelijking. De oplossingen worden in dit geval duidelijk gegeven door



Als P = (), dan geldt ook dat
P+A=Q+A, P-B=Q-B,

waarbij A € R en B € Ry. We kunnen een vergelijking (of een identiteit)
dus steeds vereenvoudigen door bij beide leden dezelfde waarde toe te voegen
of door beide leden met een getal (verschillend van 0) te vermenigvuldigen.

4.1 Oplossen van lineaire vergelijkingen

We spreken van een lineaire vergelijking (in de onbekende z) wanneer de
uitdrukking, eventueel na vereenvoudiging, kan geschreven worden in de vorm

ar +b=0,

waarbij a en b reéle getallen zijn (of uitdrukkingen die niet van x athankelijk
zijn) en a # 0.

Opmerking. In het speciale geval waarin a = 0, spreken we niet langer
van een lineaire vergelijking in de onbekende z. Indien b = 0 is het duidelijk
dat elke waarde van x voldoet aan de uitspraak, en dat de uitspraak dus een
identiteit is. Indien b # 0 heeft de vergelijking geen oplossingen. In wat volgt
beschouwen we daarom enkel het geval a # 0.

Door van beide leden van de uitdrukking b af te trekken kunnen de vergelij-
king in dit geval herleiden tot

axr = —b,

en door beide leden van de vergelijking te delen door a # 0 vinden we de

oplossing van de vergelijking als
r=—

b
-

Op deze manier zien we dat de lineaire vergelijking 2246 = 0 in de onbekende
x kan geschreven worden als

2x = —0, T = —3,

en we besluiten dat x = —3 de enige oplossing van deze vergelijking vormt.
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Op dezelfde manier herleiden we de vergelijking
20+ 3=Tx — 2

tot een van de standaardvormen door van beide leden de uitdrukking 7z — 2
af te trekken. (We brengen deze uitdrukking “naar de andere kant van de
gelijkheid”.) We bekomen dan

(22 +3) — (Tx —2) =0,
20+ 3—-Tr+2=0,
-5+ 5=0,
—dT = —9J,

4.2 Oplossen van kwadratische vergelijkingen

Een vierkantsvergelijking of kwadratische vergelijking (in de onbekende z) is
een uitdrukking die we, na vereenvoudiging, kunnen schrijven in de vorm

ar® 4+ bx +c =0,

waarbij a,b,c € R en a # 0.

Opmerking. Wanneer a = 0 spreken we niet langer van een kwadratische
vergelijking in de onbekende x. De vergelijking kan dan opgelost worden door
gebruik te maken van de hierboven ingevoerde technieken voor het oplossen
van lineaire vergelijkingen.

De eenvoudigste kwadratische vergelijkingen zijn van de vorm

2 = A, A€ER.

Indien A strikt positief is, heeft een dergelijke vergelijking twee oplossingen,
z=+Aenz=—vA Wanneer A = 0, is er slechts één oplossing, = = 0.
Voor negatieve waarden van A vinden we geen reéle getallen x die oplossingen
zijn van de vergelijking.
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De andere kwadratische vergelijkingen worden opgelost door ze te schrijven
als

De uitdrukking D = b? — 4ac wordt de discriminant van de vierkantsverge-
lijking genoemd. Indien de discriminant van de vergelijking strikt positief is,
zien we dat de oplossingen van de vergelijking gegeven worden door

b D
T+ — = j:£,
2a 2a

en we besluiten dat

b VD ~b+ D
r=—-——=+—", r=——
2a 2a 2a
de oplossingen van de kwadratische vergelijking zijn.
Wanneer de discriminant D = 0 is, zien we dat

b
2a

Tr =

de enige oplossing vormt van deze vergelijking, en als de discriminant negatief
is volgt onmiddellijk dat de vergelijking geen reéle getallen als oplossing heeft.
De vergelijking

r? —Tr+10=0
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heeft discriminant
D= (-7)>—4-1-10 =49 — 40 =9,
en de oplossingen van de vergelijking zijn bijgevolg gegeven door

(-7)£V0 743
2.1 2

waaruit we besluiten dat x = 2 en x = 5 de enige oplossingen zijn.
De vergelijking
1® — 122436 =0

heeft discriminant
D= (-12)>—4-1-36 =144 — 144 = 0,
en de enige oplossing is dus gegeven door

—12 6
r=———=0.
2

De vergelijking
207 + 4z +5=0

heeft discriminant
D=4>—-4.1-5=16—20 = —4,

en bijgevolg bestaan er geen reéle oplossingen voor deze vierkantsvergelijking.
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Hoofdstuk 5

Oplossen van stelsels van
vergelijkingen

In het vorige hoofdstuk hebben we gezien hoe we (lineaire) vergelijkingen
in één onbekende kunnen oplossen. Soms wordt bij de beschrijving van een
probleem meer dan één onbekende gebruikt, en dienen we de waarde van deze
onbekenden te bepalen aan de hand van meerdere vergelijkingen. We spreken
dan van een stelsel van vergelijkingen in deze onbekenden. We beperken
ons in dit hoofdstuk tot het geval waarbij alle beschouwde vergelijkingen
lineair zijn in de onbekenden, en we zoeken de oplossingen van deze stelsels,
dit wil zeggen alle waarden van de onbekenden waarvoor alle aangegeven
vergelijkingen voldaan zijn.

Beschouwen we bijvoorbeeld het volgende probleem: Binnen 4 jaar is Amber
driemaal zo oud als Britt. Vandaag is Amber 18 jaar ouder dan Britt. Hoe
oud zijn Amber en Britt vandaag?

Als we de leeftijden van Amber en Britt voorstellen met de symbolen A en
B, kunnen we de eerste uitspraak vertalen naar de vergelijking

A+4=3(B+14),
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terwijl de andere uitspraak oplevert dat
A= B+18.

We weten dus dat de getallen A en B (de onbekenden uit het probleem)
voldoen aan het stelsel vergelijkingen

A+4 = 3(B+4)
A = B+18

We kunnen hieruit afleiden dat
A=23, B=5.

Door gebruik te maken van de elementaire rekenregels uit de algebra, kunnen
we een stelsel van m lineaire vergelijkingen in de n onbekenden x1, zo, ..., x,
altijd herleiden tot de vorm

1121 + a12T2 + ... + A1, Ty = by,
(21T + A22T2 + . .. + G2, Ty = by,
Am1T1 + Qoo + ...+ QGnyn, = b,

Zo kunnen we ons voorbeeld schrijven in de vorm

A-3B = 8
A-B = 18
Een tweede voorbeeld wordt gegeven door het stelsel vergelijkingen

r + y + =z = 6,
r + 2y + 3z = 14,
3x + 3y + =z = 12.

De oplossing van dit stelsel is van de vorm
r=1 y=2, z=3.

Een eerste methode voor het oplossen van dergelijke stelsels is de substitu-
tiemethode. Hierbij wordt telkens één vergelijking uit het stelsel opgelost
naar een bepaalde onbekende. We vinden dan een uitdrukking voor deze
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onbekende in termen van de overgebleven veranderlijken. Door deze uit-
drukking in elk van de resterende vergelijkingen in te vullen, bekomen we
steeds eenvoudiger op te lossen stelsels, en uiteindelijk wordt de waarde van
de laatste veranderlijke bepaald als de oplossing van een lineaire vergelijking.
We kunnen dan gebruik maken van deze waarde en de hierboven bekomen
uitdrukkingen om de waarden van de andere onbekenden vast te leggen.

In het eerste voorbeeld volgt uit de tweede vergelijking onmiddellijk dat

A= B+ 18,
en met behulp van deze uitdrukking bekomen we voor de eerste vergelijking
(B+18) — 3B =38,
waaruit we afleiden dat
—2B+10=0, B =5.
Deze waarde invullen in de uitdrukking voor A levert dan
A=B+18=5+18=23.
In het tweede voorbeeld vinden we uit de eerste vergelijking dat
r=06—y— 2z,
en we bekomen dus een nieuw stelsel
{ y + 22 = 8,
-2z = —0.

Uit de tweede vergelijking van dit nieuwe stelsel vinden we dat

z =3,
en de overblijvende vergelijking levert ons dan
y+6=38, Yy =2

Invullen van deze waarden in de uitdrukkingen voor z en x levert dan



Een tweede methode wordt de combinatiemethode genoemd. We merken
hiervoor op dat we bij een vergelijking (of een veelvoud ervan) uit het stelsel
steeds een aantal keer een andere vergelijking (of, meer algemeen, een line-
aire combinatie van de andere vergelijkingen) kunnen optellen, zonder dat
we de oplossingen van het stelsel veranderen. We bekomen op deze manier
dus een equivalent stelsel. Bij de combinatiemethode wordt deze techniek ge-
bruikt om de vergelijkingen van het stelsel, door het maken van interessante
combinaties, te herleiden tot een eenvoudigere vorm, waaruit de oplossingen
onmiddellijk af te lezen zijn.

In het eerste voorbeeld kunnen we van de eerste vergelijking bijvoorbeeld de
tweede vergelijking aftrekken, waardoor we een equivalent stelsel vinden met

de vorm
—2B = -10,
A — B = 18.

Door vervolgens van het dubbel van de tweede vergelijking de eerste verge-
lijking af te trekken vinden we dat

—2B = -10,
2A = 46.
We besluiten hieruit onmiddellijk dat
A =23, B =5.

In het tweede voorbeeld trekken we van de tweede en de derde vergelijking
een veelvoud van de eerste vergelijking af, en we bekomen

r + y + z = 0,
y + 2z = g
—2z = —60.
Door de derde vergelijking bij de tweede te tellen, vinden we
r + y + z = 0,
y = 2
—2z = —06,

en tenslotte trekken we van het dubbel van de eerste vergelijking de tweede
af, en tellen we er de derde bij, waardoor we bekomen dat
2x = 2,

(0 = 2
—2z = -0,
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Door deze eenvoudige lineaire vergelijkingen op te lossen bekomen we de
verwachte oplossing

In de voorbeelden die we tot nu toe hebben behandeld, vinden we telkens
een unieke oplossing. Dit is echter niet altijd het geval.

Indien we bijvoorbeeld een stelsel bestuderen dat minder vergelijkingen heeft
dan onbekenden, hangt de oplossing vaak af van “vrije parameters”. Dit wil
zeggen dat we de waarde van een aantal onbekenden vrij kunnen kiezen,
en dat de waarden van de overige onbekenden van deze gekozen waarden
afhangen.

Beschouwen we bijvoorbeeld het stelsel

r + y + z = 6,
r + y + 2z = 8

We kunnen dit stelsel met behulp van de combinatiemethode herleiden tot
een equivalent stelsel,

Tty = 4
z = 2.

Als we voor y een willekeurige waarde A kiezen, zien we dat
r=4—A, z=2,

een oplossing levert voor dit stelsel. Zo is bijvoorbeeld
een oplossing, maar ook

en
r=1 y=3, z=2

Anderzijds bestaan er ook stelsels die geen oplossingen hebben, omdat de
vergelijkingen elkaar “tegenspreken”, dit wil zeggen dat ze tegenstrijdige eisen
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op de onbekenden leggen. Een eenvoudig voorbeeld van een dergelijk stelsel
wordt gevormd door de lineaire vergelijkingen

v+ oy = 1
r + y = 2

In dit geval zullen we, bij het oplossen van het stelsel met één van de hierbo-
ven ingevoerde methodes, op een bepaald moment een vergelijking bekomen
van de vorm

Wanneer b = 0, is deze vergelijking altijd voldaan, en kunnen we deze uit
het stelsel weglaten omdat ze geen bijkomende voorwaarden oplegt aan de
onbekenden. Indien b # 0, betreft het echter een vergelijking die nooit kan
voldaan zijn, en vinden we bijgevolg geen enkele aanvaarbare oplossing voor
het stelsel.

Beschouwen we bijvoorbeeld het stelsel van vergelijkingen

r + y + =z = 6
r + 2y + 3z 14,
3z + 2y + =z = 12

Door de eerste vergelijking van de tweede, en drie keer de eerste vergelijking
van de derde af te trekken, vinden we een gelijkwaardig stelsel

r + y + z = 6,
y + 2z = 8,
-y — 2z = -6,

en als we de derde vergelijking nu bij de tweede tellen vinden we

r + Yy + =z = 6,
0 = 2
-y — 2z = -0,

waaruit we besluiten dat dit stelsel geen oplossingen heeft.
Anderzijds levert het stelsel

r + y + z = 1
r + 2y + 2z = 1,
r + 3y + 3z =1
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ons met de combinatiemethode dat

r + y + z = 1
y + =z = 0,
2y + 2z = 0,
en dus
r +y + z =1,
y + 2z = 0,
0 =0

We kunnen de laatste vergelijking bijgevolg weglaten, en vinden dat de op-
lossing gegeven wordt door

Opmerking. We kunnen een lineaire vergelijking in twee onbekenden gra-
fisch voorstellen als een rechte in het vlak, terwijl de grafische voorstelling
van een lineaire vergelijking in drie onbekenden gegeven wordt door een vlak
in de driedimensionale ruimte.

Het oplossen van een stelsel lineaire vergelijkingen komt dan overeen met
het bepalen van de punten die behoren tot de grafische voorstelling van elk
van de beschouwde vergelijkingen. Het is dan duidelijk dat, in het algemeen,
een stelsel van twee lineaire vergelijkingen in twee onbekenden een unieke
oplossing heeft: het snijpunt van de twee overeenkomstige rechten. Wanneer
de rechten echter samenvallen, krijgen we meerdere oplossingen, terwijl we
in het geval waarin de rechten evenwijdig zijn maar niet samenvallen geen
enkele oplossing vinden.
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Hoofdstuk 6

Functies van één reele
veranderlijke

6.1 Functies van één reele veranderlijke

Een reéle functie

fTR=>R:z— f(x),

vaak kortweg voorgesteld als y = f(x), is een voorschrift dat met elk reéel
getal  ten hoogste één (dus één of geen) reéel getal f(x) laat overeenkomen.
Het getal f(z) (als dit getal bestaat) wordt het beeld van x onder de functie
f genoemd. De verzameling van alle reéle getallen x die een beeld hebben
onder de functie f noemen we het domein van de functie f, en we duiden
deze verzameling aan als dom(f).

Voorbeeld. De functie y = 22 beeldt een reéel getal  af op zijn kwadraat
z?. Het beeld van 0 onder deze functie is 0, het beeld van 2 (resp. -3) is
4 (resp. 9). Het domein van deze functie is de verzameling van alle reéle
getallen, dom(f) = R.

Voorbeeld. De functie y = 3x + 1 beeldt een reéel getal = af op het getal
3z + 1. Het beeld van 0 onder deze functie is 1, het beeld van 2 is 7. Het
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domein van deze functie is de verzameling van alle reéle getallen, dom(f) =
R.

Voorbeeld. De functie y = \/z beeldt een getal = af op zijn (positieve)
vierkantswortel. Het beeld van 0 onder deze functie is 0, het beeld van 9 is
3. Het is duidelijk dat deze functie enkel een beeld geeft voor positieve reéle
getallen, en dat bijgevolg dom(f) = R* = [0, +-00].

Voorbeeld. De functie y = % beeldt een getal = af op zijn omgekeerde, %
Het beeld van 2 onder deze functie is 0.5, het beeld van 0.4 is 2.5, en het
beeld van -1 is -1. Het is duidelijk dat deze functie een beeld geeft voor alle
reéle getallen behalve 0, en dat bijgevolg dom(f) = Ry.

Beschouwen we een reéle functie y = f(z). Door voor elk punt z € dom(f)
het beeld f(x) onder de functie f te berekenen kunnen we de functie grafisch
voorstellen als de verzameling van de punten (z, f(x)) in het vlak. De figuur
die we zo bekomen noemen we de grafiek van de functie f.

@ (af(a)

ve
[l
x

Figuur 6.1: Grafische voorstelling van een reéle functie

Functies van één reéle veranderlijke zijn een zeer nuttig hulpmiddel voor het
beschrijven van o.a. verschijnselen in de fysica (zoals de beweging van een
massa) en verschijnselen in de economie.

Voorbeeld. Een trein rijdt met een constante snelheid van 30 m/s. Als we
het aantal seconden vanaf het vertrek voorstellen als ¢, dan is de afgelegde
weg gegeven door de functie

s(t) = 30¢.
Voorbeeld. Een trein vertrekt in Antwerpen en rijdt met een constante

snelheid van 50 m /s richting Brussel, 40 km verderop. De afstand (uitgedrukt
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(0,0

Figuur 6.2: Grafische voorstelling van de functie y = 22

in meter) tot het eindpunt van de reis wordt dan, voor elk tijdstip ¢, gegeven
door de functie

s(t) = 40000 — 50¢.

Voorbeeld. Beschouwen we een massa die van een hoogte van 10000 me-
ter naar beneden valt, (enkel) onder invloed van de zwaartekracht. Dan
wordt de hoogte van dit voorwerp boven het aardoppervlak (bij benadering)
beschreven door de functie

h(t) = 10000 — 5¢°.

We leiden hieruit af dat, na een val van 10 seconden, het voorwerp zich nog
op en hoogte van 9500 meter bevindt. Na 30 seconden bevindt het voorwerp
zich op 5500 meter.

Voorbeeld. De trilling van een massa, opgehangen aan een veer, kan be-
schreven worden met behulp van een functie

x(t) = Asin(wt + ¢).

De waarde z(t) is dan de uitwijking ten opzichte van het evenwichtspunt, dat
het voorwerp bereikt op tijdstip . De waarden A, w en ¢ zijn constanten.

43



Voorbeeld. Een eenvoudig model voor het verband tussen de prijs P van
een voorwerp (bv. een fiets) en de vraag naar dit voorwerp @) (het aan-
tal exemplaren dat ervan verkocht kan worden aan de gegeven prijs) wordt
gegeven door

@ = 10000 — 10P.

Deze functie toont ons dat we, bij een vraagprijs van 500 euro, 5000 fietsen
zullen verkopen. Bij een prijs van 800 euro zal dit aantal terugvallen tot 2000
verkochte fietsen.

6.2 Lineaire functies

Een belangrijke familie van (eenvoudige) functies van één reéle veranderlijke
y = f(x) wordt gevormd door de lineaire functies

y=mx+ C,

waarbij de parameters C' en m twee (willekeurige) reéle getallen zijn. In het
speciale geval waarbij m = 0 spreken we van een constante functie,

y=C.

De grafische voorstelling van een lineaire functie vormt een rechte in het
vlak. Het volstaat bijgevolg om twee punten van de grafiek te bepalen, en
een rechte lijn door deze twee punten te tekenen.

Voorbeeld. De lineaire functie y = x — 1 levert voor x = —1 de waarde
y = —2, en voor z = 3 de waarde y = 2. De rechte lijn door de punten met
coordinaten (—1,—2) en (3,2) vormt bijgevolg de grafische voorstelling van
deze lineaire functie.

Voorbeeld. De lineaire functie y = 3z + 1 levert voor x = 0 de waarde
y = 1, en voor z = 1 de waarde y = 4. De rechte lijn door de punten met
coordinaten (0,1) en (1,4) vormt bijgevolg de grafische voorstelling van deze
lineaire functie.

Voorbeeld. De lineaire functie y = —2z + 5 levert voor x = —2 de waarde
y =9, en voor z = 1 de waarde y = 3. De rechte lijn door de punten met
codrdinaten (—2,9) en (1,3) vormt bijgevolg de grafische voorstelling van
deze lineaire functie.
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(-1-2)

Figuur 6.3: Grafische voorstelling van de lineaire functie y = x — 1

In het speciale geval van een constante functie y = C' zien we dat, voor
elke waarde van z, de overeenkomstige y-waarde gelijk is aan C. De grafi-
sche voorstelling van deze constante functie wordt daarom gegeven door een
horizontale lijn.

Een lineaire functie y = ma + C' wordt voorgesteld door een rechte in het
vlak. Het getal m geeft de “richting” van de rechte aan, en wordt de rich-
tingscoéfficiént van de rechte genoemd. We kunnen de richtingscoéfficiént
interpreteren als de toename (of afname) in de verticale richting, die over-
eenkomt met een toename van één eenheid in de horizontale richting. Deze
verhouding hangt duidelijk af van de hoek die de rechte vormt met de horizon-
tale as. Rechten met dezelfde richtingscoéfficiént zijn bijgevolg evenwijdig.
Een negatieve richtingscoéfficiént geeft aan dat de rechte dalend is, d.w.z
dat grotere x-waarden overeenkomen met kleinere y-waarden, terwijl rechten
met een positieve richtingscoéfficiént stijgend zijn. Het getal C' levert ons de
y-waarde overeenkomstig met x = 0, en bijgevolg het snijpunt van de rechte
met de y-as. Om het snijpunt van de rechte y = mx + C met de x-as te
bepalen (dus de waarde van x waarvoor de overeenkomstige y-waarde gelijk
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is aan 0), zoeken we de oplossing van de lineaire vergelijking
mx + C = 0.

We vinden, in het algemeen, dat

y=-2x

Figuur 6.4: Lineaire functies met verschillende richtingscoéfficiénten

Beschouwen we twee punten met coérdinaten (z1,y1) en (x2,y2) in het vlak.
Als deze punten geen gelijke x-coordinaten hebben, kunnen we door deze
twee punten één (niet-verticale) rechte tekenen. Omdat een toename xo — x;
in de horizontale richting overeenkomt met een toename y, —v; in de verticale
richting, wordt de richtingscoéfficiént van deze rechte gegeven door

Y2 — U1
m = .
To2 —T1

De rechte is bijgevolg de grafische voorstelling van een (lineaire) functie van
de vorm
x4+ C.

Y2 —
y:
To — Iq
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y=x+6

y=x-5

y=x/2 -3

Figuur 6.5: De rol van het getal C'

Als we eisen dat het punt (z1,y;) tot deze rechte moet behoren, zien we dat
C' 76 moet zijn dat

Yy = y2_y1x1+C.
To — X1
Bijgevolg is C' = y; — gz:illzcl, en de lineaire functie is dus van de vorm
Y2 — U Y2 — U
Yy=—"—"x+ 1y — 7.

Ty — I Ty — X7
We kunnen deze functie ook schrijven als
Y2~y

y=uy+ ~(z — ).
To — X1

Uit de vorige redenering kunnen we ook afleiden dat een rechte, door een
punt met codrdinaten (z1,y;) en met richtingscoéfficiént m, gegeven wordt
door de lineaire functie
y=m(x —x1) +y1.
Voorbeeld. De rechte door de punten (1,5) en (3,11) heeft richtingscoéffi-
ciént
11-5

_ -3
m=gTy T
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en wordt gegeven door de lineaire functie
y=5+3(x—-1)

of
Yy =3z + 2.

6.3 Lineaire interpolatie en de regel van drie

Zeer ruw gesteld is interpolatie een techniek waarbij een uitspraak over een
onbekende situatie wordt gedaan op basis van gekende situaties “in de buurt”
van de gezochte situatie. Praktisch willen we bijvoorbeeld (een benaderde
waarde van) het brandstofverbruik van een voertuig kennen voor een gegeven
snelheid (bv. 80 km/u), terwijl we enkel precieze informatie hebben over het
brandstofverbruik bij enkele andere snelheden (bv. 50 km/u, 90 km/u en 120
km /u).

Vertaald naar wiskundige termen willen we de waarde van een (ongekende)
functie y = f(x) berekenen voor een gegeven waarde xg, terwijl we de beel-
den van deze functie enkel exact kennen voor een beperkt aantal andere
r-waarden.

Bij lineaire interpolatie probeert men de (benaderde) waarde van de functie in
een punt xy te bepalen door gebruik te maken van twee gekende functiewaar-
den f(x1) en f(x2) van de functie in punten x; en x5, gelegen aan weerszijden
van het punt xg. Men zal de grafiek van de (ongekende) functie in dit geval
vervangen door een rechte lijn door de twee gekende punten (z1, f(z1)) en
(22, f(22)), en benaderde waarden voor de functiewaarden f(xo) in tussen-
liggende punten berekenen door gebruik te maken van de overeenkomstige
lineaire functie y = mx + C.

Zoals we tevoren hebben gezien, wordt de rechte door de punten (z1,y;) en
(x2,y2) gegeven door de lineaire functie

Y2 — U1
To — T1

Yy =1y + (x — x1).

De (benaderde) waarde voor yo of f(z) wordt bijgevolg gegeven door

Y2 —
To — I

Yo=Y+ (xg — x1).
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y2

y=f(x)

f(x0) y=mx+C
mx0+C

yl

x1 x0 X2

Figuur 6.6: Lineaire interpolatie

We kunnen deze formule ook interpreteren als een eenvoudige toepassing van
de "regel van drie”. Als een toename xy — 7 overeenkomt met een toename
Y2 — Y1, dan zal een toename xy — r; overeenkomen met een toename

Y2 — U1
To — 1

(.730 — ZL'l).

Omdat we beginnen bij y; levert een dergelijke toename een resultaat van

Y2 — 1
To — X1

Yo=w+ (o — z1).

Voorbeeld. Stel dat het waterpeil in een rivier om 14u gelijk is aan 8 meter,
en om 14u20 gelijk is aan 8.30 meter, bepaal dan het waterpeil om 14ul5.
Als we in 20 minuten een toename bekomen van 0.30 meter, betekent dit dat
we elke minuut een toename van

0.30

zien. Op 15 minuten betekent dit een toename van

15-0.015 = 0.225m.

49



Het waterpeil zal om 14ul5 bijgevolg gelijk zijn aan 8.225 meter.
De formule toont ons dat

8.30 —8
14:20—14:00

Yo =8+ (14 :15—14:00) = 8.225
Voorbeeld. Als een schip met een snelheid van 10 knopen vaart verbruikt
het 3 ton per uur aan brandstof. Bij een snelheid van 14 knopen wordt dit
5 ton per uur. Hoe groot is het brandstofverbruik bij een snelheid van 13
knopen?

Met behulp van de formule voor lineaire interpolatie vinden we een brand-
stofverbruik van

5—3
14 - 10

3+ (13 — 10) = 4.5ton per uur.

Als een snelheidstoename van 4 knopen een toename van het brandstofver-
bruik met 2 ton per uur inhoudt, dan levert elke snelheidstoename met 1
knoop een extra verbruik van 0.5 ton per uur op. Bij een snelheidstoename
met 3 knopen (van 10 naar 13 knopen) betekent dit 1.5 ton per uur bovenop
de 3 ton per uur die we aan 10 knopen verbruiken.

6.4 Kwadratische functies

Een tweede interessante familie van functies van één reéle veranderlijke wordt
gevormd door de kwadratische functies. Deze functies zijn van de vorm

y = az® + bz + ¢,

waarbij a, b en ¢ willekeurige reéle getallen zijn, en waarbij a # 0.
De grafische voorstelling van een kwadratische functie van de vorm

y = ax?
wordt gevormd door een parabool. De top van deze parabool is gelegen in
het punt (0,0), en de waarde van a geeft aan hoe de parabool is georién-
teerd. Positieve waarden van a leveren een “dalparabool” op (waarbij de
top het “laagste punt” vormt), terwijl negatieve waarden van a een “berg-
parabool” als kromme opleveren (waarbij de top het “hoogste punt” van de
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Figuur 6.7: Grafische voorstelling van de functie y = ax?

kromme vormt). Verder stellen we in de bijgevoegde figuur vast dat een gro-
tere (absolute) waarde van a een “steilere” parabool oplevert dan een kleinere
absolute waarde.

We kunnen een willekeurige kwadratische functie

y = ax® +bx +c

alternatief voorstellen als

N b\* b — dac
=alz+—| ———
Y 2a 4a
en dus schrijven in de vorm
b b? — 4ac
=a(z — A)*+ B A=—-— B=-——.
y=a(z—A)" + B, 50’ »

Een dergelijke kromme kan beschouwd worden als een “verschoven” versie
van de kromme y = az?. Eerst wordt de kromme horizontaal verschoven

over een afstand A (naar rechts voor positieve A, links voor negatieve A),
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y=-2x"2

Figuur 6.8: Grafische voorstelling van de functie y = ax?

daarna volgt een verticale verschuiving over een afstand B (naar boven voor
positieve waarden van B, naar onder voor negatieve waarden).

De grafiek van een willekeurige kwadratische functie vormt bijgevolg een
parabool in het vlak. Zoals hierboven vastgesteld geeft het teken van de para-
meter a aan hoe de parabool georiénteerd is (“bergparabool” voor negatieve
waarden van a, “dalparabool” voor positieve waarden van a) en hoe steil de
kromme loopt. De top van deze parabool is gelegen in het punt met coordi-

naten
b b? — 4ac
2a’ 4a )

6.5 Snijpunten bepalen

Beschouwen we twee krommen in het vlak, gegeven door de functies
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y=2x"2

Figuur 6.9: Grafische voorstelling van de functie y = a(z — A)?> + B

Om de snijpunten van deze twee krommen te bepalen, volstaat het om op te
merken dat de snijpunten overeenkomen met de waarden van x waarvoor

f(x) = g(x).

Door deze vergelijking op te lossen kunnen we bijgevolg de x-codérdinaten van
alle snijpunten vastleggen.

Voorbeeld. Het snijpunt van de rechten, gegeven door de lineaire functies
y=3rx+2eny=—x— 6, bekomen we door de vergelijking

3x+2=—-—2—06

op te lossen. Dit levert ons voor het snijpunt een z-cooérdinaat —2, en een
bijhorende y-coérdinaat —4. Het snijpunt is bijgevolg het punt (—2, —4).
Voorbeeld. De snijpunten van de rechte, gegeven door de lineaire functies
y = 3z + 9 en de parabool, gegeven door y = 322 — 9, worden bepaald door
de vergelijking

32 —=9=3x+9

op te lossen. De kwadratische vergelijking

322 —3xr—18=0
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x1 x2

Figuur 6.10: Snijpunten van twee krommen

heeft als oplossingen —2 en 3, en de snijpunten zijn bijgevolg (—2,3) en
(3,18).
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Rekenkunde - Opgaven

o odemiomme

Bereken

1+2-3
2-8—6
2-3+4-5
6-7—-8-9
7-3-100/4
6+ 10/2
200/4/2
40/8 — 18/3
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Hint
Gebruik de voorrangsregels om te bepalen in welke volgorde de aangegeven bewerkingen uitgevoerd worden.


o ommmzoomme

Bereken

34+6/(2+1)
(3+7)/2+2
3+6/2+1
9-8/(2+2)+5-(4+1)
(445)-2—4+5-2

00000000
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Hint
Gebruik de voorrangsregels om te bepalen in welke volgorde de aangegeven bewerkingen uitgevoerd worden. De bewerkingen tussen haakjes worden eerst uitgevoerd. 


ot

Bereken

8
1/34 =
/3 + 3

2/3 +4/5
(2/3) - (4/5)

© 900000

o7


Hint
Gebruik de rekenregels voor breuken. Hou ook rekening met de voorrangsregels voor de gebruikte bewerkingen. 


—
o0
2 i
T q T
(26 < 8_-,0“7
—~ o |,
+ ™ oo | N
. <t >
RN R EA N ;
[ap)
e [~
1_+753ﬂ32@
< [ o »
N — 10 T ™

CPOOOOCO0O © &

Bereken
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Hint
Gebruik de definitie en rekenregels voor machtsverheffing en worteltrekking voor breuken. Hou ook rekening met de voorrangsregels voor de gebruikte bewerkingen. 


Oefening 5 - Opgave

Bereken

/8
(1+2-3°+2°-(5-6)°+2-3 - 7/8 4+ +=

2

59


Hint
Dit is een herhalingsoefening. Je zou deze opdrachten moeten kunnen uitvoeren zonder tips. 


Oefening 6 - Opgave

Los alle oefeningen op met behulp van je rekenmachine.
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Hint
 Ga na hoe je rekenmachine omgaat met de invoer van getallen en bewerkingen, en vergelijk met de voorrangsregels die we ingevoerd hebben. 


Oefening 7 - Opgave

Beschrijf de volgende reeks bewerkingen met behulp van één formule. Maak
deze formule zo eenvoudig mogelijk. Bepaal tenslotte het eindresultaat van
de bewerking. Voer de berekening eveneens uit met je rekenmachine.
“Bereken de som van 1 en 2. Vermenigvuldig dit getal met 5, en bereken het
kwadraat van dit product. Tel hier 7 en het product van 2 en het kwadraat
van 3 bij op. Deel het resultaat door de som van het kwadraat van 4 en de
wortel uit 81, en tel hier 5 big op. “
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Hint
 Als je haakjes gebruikt, ga dan na of dit noodzakelijk is. Als je twijfelt over de voorrangsregels, kan je uiteraard altijd beter haakjes gebruiken om uit te drukken dat je de bewerkingen in een bepaalde volgorde wil uitvoeren. 


Rekenkunde - Oplossing

O 1.23-7

® 23 6-10

® 23:45-2%
O 7 39--3
@ 3 100/4=14
O 6i1002=-n

@ 200/42-2

(8]

40/8 — 18/3 = —1
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00000000

B3+7)/24+2=7
3+6/2+1=7
9-8/(24+2)+5-(44+1) =32
(445)-2—4+5-2=24
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© 0900006006

8
1/3+- =3
[3+3

22
2/3+4/5= "
[3+4/5=
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Oefening 5 - Oplossing

(1+2-32+2°-(5-6)"+2-32-7/8+

- Theorie OK ~ Detail
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Oefening 6 - Oplossing

OK  Detail
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Oefening 7 - Oplossing

Deze beschrijving kan samengevat worden in de volgende uitdrukking:
(1+2)-5)%+7+2-3)/(4>+V81)+5

Het resultaat van deze uitdrukking is 15.

- Theorie OK ~ Detail
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Rekenkunde - Uitwerking

Vermenigvuldiging en deling hebben voorrang op optelling en aftrekking;
bijgevolg is

142-3=146=7

2:8—6=16—6=10

2:3+4-5=6+20=26

6-7—8-9=42-72=-30

7-3-100/4=21—-25=—4

6+4+10/2=6+5=11

200/4/2 =50/2 =25

40/8 = 18/3=5—-6=—1

00000000
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We voeren eerst de bewerkingen tussen de haakjes uit, daarna hebben ver-
menigvuldigen en delen voorrang op optelling en aftrekking; bijgevolg is

(4+45)-2=9-2=18
(3+6)-(4+ ) 9-13 =117
(346)-(4—9)=9-(=5) —45
(3+46)/(2+1)=9/3=3

34+6/(2+1)=3+6/3=3+2=75
(3+7)/24+2=10/24+2=5+2=7
346/2+1=3+3+1=7
9—-8/(24+2)+5-(4+1)=9—-8/4+5-5=9—2+25 =32
(4+5)-2—445-2=9-2-4+5-2=18—-4+10=24
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® o345 = =%
[3+4/5 571515
2-4 8
(3 2/3) - (4/5) = == = —
(2/3) - (4/5) I AREE
o ' _2_»5_1B_5-18 13
9 5 45 45 45 45
@ L .3 13 -3 1
-9 5  (=9)-5 —45 15
2 25 10 5
@ 2 4 -3 _ - .- _ - _Z
2 5
@ 3. 3. 571 %1
[_2%2 5 35 15 3
707
2
@ i_2-27_%_9
8 3.8 24 4
27
142-3 146 7
5-2+9/3  10+3 13
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® 6 000000000

20=2.2.2.2=16
(1) =(-1)-(-1) - (-1) = ~1
5 —2° 4 (—2)* =125-32-8=285
(1+2-3=(1+6)>=7"=49
2.7 -8-62=2-49 — 836 = 98 — 288 = —190
VE+2-2=+/5+4=v9=3
V32 4+4-4=1/9+16=v25=5
\/_S—W—\/_—S

V32 = 2 omdat 25—32

\/> 16 V16 4
3 27 |81 \/__1_5
V9 + V27 — 5\/_ 3+43-5- +3

—45 = -39
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Oetfening 5 - Uitwerking

/8
(1+2-3)° + 2°-(5-6)"+2-3° —7/8+ 2=

|

7 16

= 72 (=1 +2.9_- - _
7?48 (-1 +2-9 s\ eos

7 4

= 49 — 18 — — + —

9—8+18 T
7 4

= 59—§+%

. 59:200—7-25+4-8

N 200

11800 — 175432 11657

N 200 200

- Theorie OK - Opl
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Oefening 6 - Uitwerking

- Theorie OK ~ Opl
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Oetfening 7 - Uitwerking

742-3%)/(42+V81)+5
(3-5)%4+7+2-9)/(16+9) +5
(15> + 7 +18)/25 +5

(225 4 25)/25 + 5

10 +5

15.

((1+2)-5)*

- nnn +

- Theorie OK - Opl
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Algebra - Opgaven

o odemiomme

Werk uit:
(1) a+ (b+c)
(2] a+ (b—c)
(3] a—(b+c)
(4 a—(b—c—d)
@ . (bvic—d)—(atb)
O i) +b—c—d)+(ath
Q@ v - (bre—d)—(—ct+d
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Hint
 De optelling is associatief en commutatief, dus je mag optellen in elke gewenste volgorde. Het tegengestelde van een som is de som der tegengestelden. Het verschil van twee getallen is de som van het eerste en het tegengestelde van het tweede getal.


o odemzomme

Werk uit:

)+ (b+c¢)+ (c+2d)

)+ (b—c) = (c+2d)
)—(b+c—d)+(c—2d+a)

)+ (b+c)+ (c—2d)

—(b+¢)— (c—2d)

—(a+b)+ (=b+3c) — (¢ —2d + 3a)
—2-(a+0b)+ (=b+3¢c) —2-(c—2d+ 3a)
—(a+b)+2-(=b+3c) — (c—2d + 3a)
—b-(a+b)+a-(=b+3c)—c-(c—2d+ 3a)
—a-(a+b)+a-(=b+3c)—a-(c—2d+3a)

+ (b
+ (b

9000000000
A
£
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Hint
 Gebruik de distributiviteit van de vermenigvuldiging ten opzichte van de optelling om producten uit te werken of gemeenschappelijke coëfficiënten vooraan te stellen. 


Werk uit:

o
2]
©
o
(5]
6]
o
18]
19
10

+c)+(b+c)-(a+c)
a+b)-(a+c)—(b+c) (a+c)
a+b)-(a+c)-(a+2)
)-(a+c+3)
a—b+c)-(a—c+2d)
)-(a+b—2)-(a—b—2)
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Hint
 Maak gebruik van de distributiviteit van $	imes $ ten opzichte van $+$. 


o odmmtome

Bereken:

®® 6 0900000000
L
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Hint
 Schrijf de negatieve en gebroken machten als wortels en breuken, en werk uit. 


Werk uit:

800000000

Oefening 5 - Opgave
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Hint
 Maak gebruik van de merkwaardige producten. 


Oefening 6 - Opgave

Werk uit:

a+1+b—1
3 3
a+1+b—1
2 3
a+1 b-—1

2 3
a+1 b-1

a—1 a-—1
a+1+b—1
a—1 a+1

500000000
®
:
|

81


Hint
 Gebruik de rekenregels voor het werken met breuken. 


Werk uit:

& © © 00 0 06 0

Oefening 7 - Opgave

a+1\2 [(b—1\
( 2 ) _<T)
a+1 b-—1
a—1 a—1

a+ 1\ (b—1)\"
(a——l) +-<a+—1>
a+1l b—1

b—1 a+1
a?—1 a’>—1
@2+1 2a

at+b  (b—1\
2 +< 3)
a+1 b—1

( ;_ ) 3a?
a+b+c a+b—c a—b—c
a—b+c.a+b—c_<

a—b—c
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Hint
 Gebruik de rekenregels voor het werken met breuken. 


L Ol O R

Vereenvoudig;:

a—2 . (1,3 . a—l

a’ba b2

<a3b1<j_1bc2>_2322 )
) ()
(—2 S

) (@)
( a2b 4) ( a3b— 2) -3
a+b
alib 1
(tas™)") " (@)
(~a) 2 (—a%?)
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Hint
 Gebruik de rekenregels voor het werken met machten. 


Vereenvoudig;:

Oefening 9 - Opgave

w
IS
o

N

IS
[y
[=2]

w )
N D
N

IS o
Wl DN
IER=
NS
~| o

)
—
[\
(08)

w

Q
at

<
w

w

Q|
= N
o| o=
z| &
S
%5 <

o~
)
w
oyl
™~
Q
o

4

5
32a7b'2,
7 6712y 192

y
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Hint
 Gebruik de rekenregels voor het werken met machten en wortelvormen. Hou er rekening mee dat omdat de even machtswortels (uit positieve getallen) altijd posititeve getallen zijn. 


10

o
IS

5 Y

oy

s a3
@a
5 35a10
b
5 alQCG

b?

3 al?

ot

)
=
—

V/16a — 24,
V27a + 5
a? + 4,
Va2 + 2ab + b2

)

5/ 3
230a15()207

i

/98 16 )24

N

—_
[@p)
ot

w

(\]
-3
\'!J>

'S
N
Oo‘i—l
—|
—=




4/ 3
/ £E24y36 248
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Oefening 10 - Opgave

Werk uit en vereenvoudig:

DO ANIAABO00000OO00C

Va—2va+3Va,

Va + 2Vat,

V9a — Via + a,

V16 4 3V/54 — 2v/250,
Vab — *Vadb?,

V56 — V189 + 3v/448,
V1100 4 V44 — /99,

V24a* + V/3a*b? — V/81abb,
2v/45 — 3v/80 4 V125 — 4v/20,
2v/24 - 3v/18 - 4v/24,

V54 - 3716 - (—2V/9),
V343 - VT - V/49,

3av/2abe - 2abV/ab’ - 5b - V/3a3be?,
V5(vV2 — V5 +2V10),

V14 + V21 + 2v6) - V42,

V5 +2V6) - (V5 - 2V6),
V5 —26)?

87

(
(6v/216 + 636 — 6v/6 + 6) - (—v/216),
(
(


Hint
 Gebruik de rekenregels voor het werken met machten en wortelvormen. 


Algebra - Oplossing

(1 a+(b+c)=a+b+c

(2] a+(b—c)=a+b—c

(3 a—(b+c)=a—-b—c

(4 a—(b—c—d)=a—-b+c+d

(5] a—(=b+c—d)—(a+b)=—-c+d

O it b-—c—dt(atb)=b—c—d
(7] a+b—(b+c—d)—(—c+d)=a
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000000000

)+ (b+c¢)+ (c+2d) =a+ 2b+ 2c+ 2d

)+ (b—c)—(c+2d)=a—2c—2d
)—(b+c—d)+(c—2d+a)=2a—d

Y+ (b+c)+(c—2d)=a+b+3c—2d

b) — (b+c)— (c—2d) = —a—2b—2c+2d

b) + (=b+3c)— (c—2d+3a) = —4a — 20+ 2c+ 2d
—2-(a+b)+(=b+3c)—2-(c—2d+3a) = —8a —3b+c+4d
—(a+b)+2-(=b+3c) — (c—2d + 3a) = —4a — 3b + 5c + 2d
~b-(a+b)+a-(=b+3c)—c-(c—2d+3a)=—2ab—b* —c*+ 2cd
—a-(a+b)+a-(=b+3c)—a-(c—2d+3a)=a-(—4a — 2b+ 2c+ 2d)
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000000000

(a+1)-(a+2)=a*+3a+2
(a+0b)-(a+c)=a*+ab+ ac+be
(a—b)-(a—c)=a®—ab—ac+bc
(a+b+1)-(a+2)=a®>+ab+ 3a +2b+ 2
(a+0) -
(a+b)-(a+c)—(b+c) - (a+c)=a*—¢
(a+b)-(a+c)-(a+2)=a®+a®b+ a’c+ abe + 2a® + 2ab + 2ac + 2bc

a+c)+(b+c).(a+c):a2+2ab+2ac+2b6+02

(a+b+c)-(a+c+3)=a*+ab+2ac+bc+c®+3a+3b+ 3¢
(a—b+c)-(a—c+2d) =a*—ab+ bc — ¢* + 2ad — 2bd + 2cd
a—b+2)-(a+b—-2)-(a—b—2)

=a® — a*b — ab® + b* — 2a* + dab — 2b* — 4a — 4b + 8
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Oefening 5 - Oplossing

+5)* = a® + 10a + 25

—2)?=da’—4a+4

+ 2b)? = a® + 4ab + 4b*

3a — 5b)* = 9a® — 30ab + 25b
a+b—c)*=a*+2ab— 2ac + b* — 2bc + ¢

a—b—2c)® =a® - 2ab+ b*> — 4ac + 4bc + 4c®

+3b)* = a® + 9a%b + 27ab* + 270°

—2b)* = a® — 6a*b + 12ab® — 8b°

3b+1)°

a® — 9ab + 27ab® — 27b° + 3a® — 18ab + 27b° + 3a — 9 + 1
(2a —3b+1)°

= 8a® — 36a’b + 5dab® — 27b* + 12a” — 36ab + 27b* + 6a — 9b + 1

Q

s

~—~ o~ —~ —~
)

—~ o~
S S IS
|

w

6 000000000

- Theorie OK ~ Detail
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Oefening 6 - Oplossing

a—|—1+b—1_a+b
3 3 3
a+1+b—1_3a+2b+1
2 3 6
a+1 b—1_3a—2()+5
2 3 6
a+1 b-1 a+b
a—1 a-—1 a—1
a+1+b—1 a?+ab+a—b+2
a—1 a+1 a?—1
a+1 b—17a2+2a—b2—|—2b
b—1 a+1  (a+1)(b-1)
a2—1+a2—1_a4+2a3—2a—1
a?+1 2 2a3 + 2a
_a+b+b—1_2ab—5a—3b
2a 3 6a
(a+1)2+b—1_3a4+6a3+3a2+4b—4
2 3a2 1242
a+b b—c a-—c
+ -
a—b b+c a+c
_3a*b+ 2abc + a’c — ab® — ac® + b*c + 3bc?
N (a—b)(b+c)a+c)

e O 00 ©0 06006006

- Theorie OK Detail
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Oefening 7 - Oplossing

OK  Detail

94



a?-a-at=1
a’ba b %b=a

N
<a3b (a_leQ) 2) =% 278

AN a3\ 7! 1
( ) (b )

)
10
c2.g3 b1 a3 b 1 b806

Pt

o o
a+b

al+b T ab

(@) " ()™
(—a4b3)72 (—a3b2)73 a’
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Oefening 9 - Oplossing

3 2

ab = a”,

Vab = |af,

Valt = a,
V64 = 4,
V27 =3

’

V2635 = 6/2,

V3644 = 124/3,

V128 = 2V/2

Vaid =a-b- a3,
Va2bdct = |a| - [b|Vb - P,
ValobieT = aPbc?y abe,
Vadbhrcd = bcm,
V3247012 = 2ab*Va20?,
Vabrpl2vpl9z — arb2yc3zw
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5 b’
o a’ a
Bb  be2’
./ 3%al0  3a?
B b

5
Jal2cs  a’evaie

v o

12,11
slal?c
— Q12393 — AB
2

V16a — 24 = 2¢/2a — 3,
V27a 4 54 = 3va + 2,

a’+ 4,
Va2 +2ab+02 =+va+b
m = Vat,
Ji/(a+0) = (a+b)Va+b,
\5/ V230415520 = 4ab/b,
V V28416424 = 242p3

\V V256048 = 22V 2a%z,
\/\7a2+2ab+b2 =Vva+b,
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3 [ 24qy36 248 = g2 NG

- Theorie OK ~ Detail
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Oefening 10 - Oplossing

Va—2va+3va=2a,

Va+ 2Vt = (14 2a)Va,

V9a — Via + va = 2V/a,

V16 + 33/54 — 23/250 = /2,

Vab — *Xadb® = 0,

V56 — V189 + 3v/448 = 11V/7,

V1100 + V44 — V99 = 9V/11,

V24a* + V/3a*b? — V/81ab® = (2a + ab — 3b%)/3a,
2V/45 — 3v/80 + V125 — 4v/20 = —9V/5,
2v/24 - 3V/18 - 4V/24

— 288v/2V/3

V543716 - (—2v/9) = —36

V343 - VT - /49 = 49 V73,

3av/2abe - 2ab - Vab? - 5b - V8a3be = 60v/2a°b* ¢ ¥ adb7
V5(V2 = V5 +2V10) = V10 — 5 + 10v2

(V14 4+ V21 + 2V6) - V42 = 14V/3 + 21V2 + 12V/7
(6v/216 + 6v/6 — 6vV/6 + 6) - (—v/216) = —36v/6 — 36v/6 + 36 — 6V/63
(V54 2V6) - (V5 —2v6) =5 — 4v/36

(V5 — 2v6)? = 29 — 41/30

DO ANOIO®® 00000000

- Theorie OK Detail
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Algebra - Uitwerking

Herleiden we elk verschil tot een som, en schrijven we de tegengestelden van
de sommen uit, dan bekomen we

(1) a+(b+c)
=a+b+c

(2 a+ (b—c)
=a+b+ (—c)
=a+b—c

(3 a—(b+c)
=a+(—(b+c¢)
=a+ (=b)+ (—c)
=a—b—c

(4 a—(b—c—d)
=a+(=(b+(=c) +(=d)))
= a+(=b) + (=(=¢)) + (=(=d))
=a—b+c+d

(5 a—(=b+c—d)—(a+D)
=a+b—c+d—a—-0>
=—c+d

O i) +rlb—c—d)+(ath)
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=—a—-b+b—c—d+a+0
=b—c—d

@ v (bre—d)—(—ct+d
=a+b—-—b—-—c+d+c—d

= a
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© © 6 6 © © ©

(@+b) + (b+c) + (c+2d)
=a+b+b+c+c+2d=a+2b+2c+2d
(a—b)+ (b—c)— (c+2d)
=a—b+b—c—c—2d=a—2c—2d
(a+b)—(b+c—d)+ (c—2d+a)
=a+b—b—c+d+c—2d4+a=2a—d
(a+c)+ (b+c)+ (c —2d)
=a+c+b+c+c—2d=a+b+3c—2d
—(a+0b)— (b+c¢) — (c— 2d)
=—a—b—b—c—c+2d=—a—2b—2c+2d
—(a+b)+ (=b+3c) — (c—2d + 3a)
=—a—b—b+3c—c+2d—3a=—4a—2b+2c+ 2d
—2-(a+0b)+ (=b+3c) —2-(c—2d+ 3a)
=—2a—2b—b+3c—2c+4d — 6a
=—8a—3b+c+4d
—(a+b)+2-(=b+3c)— (c—2d + 3a)
=—a—b—2b+6¢c —c+2d—3a

= —4a — 3b+ 5c+ 2d
—b-(a+b)+a-(=b+3c)—c-(c—2d+ 3a)
= —ab—b* — ab+ 3ac — ¢ + 2¢d — 3ac

= —2ab—b* — * + 2cd
—a-(a+b)+a-(=b+3c)—a-(c—2d+ 3a)
= —a® — ab — ab + 3ac — ac + 2ad — 3a*

= —4a® — 2ab + 2ac + 2ad
=a-(—4a —2b+ 2c+2d)
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(a+1)-(a+2)
=a-a+a-2+1-a+1-2
=a*+(2+1)-a+2

=a*+3a+2

(a+0b)-(a+c)

= a® + ba + ac + be

=a’+ab+ac+be

(a—0>)-(a—c)

= a® — ba — ac + be

=a®—ab—ac+bec

(a+b+1)-(a+2)
=a®+ba+a+2a+2b+2
=a’+ab+3a+2b+2
(a+0b)-(a+c)+ (b+¢)-(a+c)
=a’+ba+ac+bc+ba+ca+be+c?
= a® + 2ab + 2ac + 2bc +
(a+b)-(at+c)—(b+c) (a+c)
=a®>+ ab+ ac + bc — ab — ac — be — &
. R

(a+b)-(a+c)(a+2)

= (a+1b) - (a®+ ac + 2a + 2c)

= a® + a®b + a’*c + abc + 2a* + 2ab + 2ac + 2bc
(a+b+c)-(a+c+3)

a® + ba + ca + ac + be + ¢ + 3a + 3b + 3¢
=a® +ab+ 2ac+ bec+ ¢ + 3a + 3b + 3¢
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O wbvio)(a—ct20
=a® —ab+ ac — ac + bc — ¢ + 2ad — 2bd + 2cd
=a® —ab+ bc — ¢ + 2ad — 2bd + 2cd

O w112 @rbvb-2)-(a-b-2)
=(a—b+2)(a®>+ab—2a —ab—b*+2b — 2a — 2b + 4)
=(a—b+2)(a® —b* —4a +4)
=a® — a’h+2a® — ab® + b® — 2* — 4a® + 4ab — S8a + 4a — 4b+ 8
=a® —a’b — ab® + b — 2a* + 4ab — 2b* —4a —4b + 8
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& 0 00000 O© 0600

®6

43 =4-4-4=64

1
473 — 43 -1 _ =
W)™ =
1 1 1
—4 -3 = - — = ——
(=4) (—4)? ~ —64 64
1 1
4= —
43 64
813 = /8 =2

(=32)Y5 = /=32 = -2
3212 = /32 = V16 - 2 = V16 - V2 = 4V/2
1634 = (V16)* =23 =8
1/2
()" =[5 =5
V16 =2

4

-3 _
Iy ((f15) 7 ()
625 V625 - \W625
()= (2 _1_<i>‘1_%
~\5 ERE —\125 8
(6727t =602 = 6% = 36
% = (5% =530 =5 =125
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Oefening 5 - Uitwerking

(a+5)°

=a>+2-a-5+5

=a®+ 10a + 25

(a—2)*

=a*+2-a-(=2)+(-2)?
=a®>—4a+14

(a+ 2b)?

=a’+2-a-2b+ (2b)?

= a® + 4ab + 4b*

(3a — 5b)?

= (3a)? + 2 (3a) - (—=5b) + (—5b)?
= 9a” — 30ab + 25b°

(a+b—c)?
=a*+2-a-(b—c)+ (b—c)?

= a® + 2ab — 2ac + b* — 2bc +

(a — b —2c)?

= ((a =) — (20))*
=(a—b)?—2-(a—10b)-(2)+ (2c)?
= a? — 2ab + b* — dac + 4be + 42
(a + 3b)°
=a*+3-a*-3b+3-a-(3b)*+ (3b)°
= a® + 9a%b + 27ab® + 2703

(a — 2b)°

=a*+3-a* (—2b)+3-a-(—2b)* + (-2b)
= a® — 6a’b + 12ab* — 8b°
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O (w-3r1)p

= (a—3b)* +3(a — 3b)* + 3(a — 3b) + 1

=a® — 9a%b + 27ab® — 27b% + 3a® — 18ab + 276 +3a — 9 + 1
10) (2a — 3b+1)°

= (2a — 3b)® 4 3(2a — 3b)? + 3(2a — 3b) + 1

= 8a® — 36a*b + 54ab* — 27b* + 12a* — 36ab + 27b* + 6a — 9b + 1

- Theorie OK ~ Opl
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Oefening 6 - Uitwerking

a+1 b-1

3 * 3
C(a+1)+(b-1) a+b
N 3 3
a+1 b-1

2 * 3
3 1 2(b—1
(@+1)  2b-1)

6 6
_3a+3+%—2_3a+%+1
N 6 N 6
a+1 b-—-1

2 3
3(a+1)—2(b—1)
6
_3a—2b+5
N 6
a+1 b—-1
a—1 a-—1
_(a+1)+(b-1)

a—1
_a+b
Ca-—1
a+1 b-—1
a—1+a+1
(a+1D(a+1)+(b—-1)(a—1)
(a—1)(a+1)
a’*+2a+1+ab—a—b+1
a2 —1
a>+ab+a—b+2
a?—1
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a+1 b-—1

b—1 a+1

(a1 —=(b—-1)?

~ (a+ D) -1)

_a2+2a—b2+2b

 (a+1)(b—1)

a?—-1 a*—1

a2—|—1+ 2a

~ 2a(a® = 1)+ (a®* +1)(a* — 1)

B 2a(a® +1)

_a4+2a3—2a—1
2a3 + 2a

a+b b-—1

2a 3

_ —3a—3b+ 2ab—2a

6a
B 2ab — 5a — 3b

6a
a+l, b—-1
2 )+ 3a?
(a+1)* b-—1

+
4 3a?

~3a*(a+1)2+4(b—1)
a 12a2
_3a4+6a3+3a2—|—4b—4
- 12a2
a+b b—c a-—c

+ +
a—b b+c a+tc

(

_ (a+b)(b+c)(a+c) N (b—c)a=b)lat+c) (a—c)la—0b)(b+c)
(a—b)b+c)a+ec) (a=b(b+c)at+c) (a—b)(b+c)la+c)
_ (a+b)(b+c)at+c)+(b—c)la=b)(a+c)+ (a—c)a—Db)(b+c)
(a—=0)(b+c)(a+c)
_3a®b + 2abc + a*c — ab® — ac® + b*c + 3bc?
(@a—b)(b+c)a+c)
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Oetfening 7 - Uitwerking

- Theorie OK ~ Opl
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2. 3. 07 = g 23D 0 g

a “-a’-a
a2ba—1b—2b _ a2—1b1+(—2)—|—1
=a't’ =a

<a3b (a’lbc2> _2>2

= (a® (a(flr(—z)b—acz(—z)))?
= (agb (azb_2c_4)>2

_ (a3+2b1+(_2)0_4)2

P20 242 _ 10p-2.8

a3\ 77 a3\ 7!
c =

aCD(=2)p3(=2)  g3—1.2-1

|l

cl—2 (2D
216,32
_a szc — 2 5q 3222
o
1

23y 6-2,-242 18 .
ab

a2-b.c\
(ETETFQ
= a_2- .C.C .a_ .
( b3 2 3 b)
:(a_5~b4-c3)_2

-2

CLlO

__ 10 —8 —6 __
=a'’-b°.c — W
(a3b_1)2 (a26_4)_2

() (=ab)
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a6b_2a_4b8
T (—1)2a%b8(—1)3a 9"
2b6

e
a=®h=2(—1)
—a’b®

0 a+b

@ () (W)
(—atb?) 7 (—a®b?)
(@) (@t
T (—1)"2a=8b=6(—1)"3a—9—6
a-12p6 - 12p12 30

_ W — _a_24618a17612 — —Cl_7b30 — __7
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Oefening 9 - Uitwerking

V2635 = \/22535 V2V 2535 = /223 =6v/2,
V3644 = /323444 = V/32. 3.4 = 12v/32 = 12 3¥/4 = 12 312 = 12/3,
V128 = V27 = V226 = 2v/2
9 Vath? = Va2add = Va2V a3V =Vat-a-b=a-b-Va=a-b-a*?
Va3t = Var ViV et = |a|V2be? = |al - VD - &,
\/W — G10/3b4/307/3 — a3+1/3b1+1/3c2+1/3 =q al/Sbbl/?) 2 1/3 — a3b02 3 abc,
Vadbicd = a* VA = @ fbect/t = bc%ﬁ = bevade,
V32a7b12 = ¥/3247°0'2/5 = 200?02/ = 2ab*Va2b?,
G/Gbelgyclgz _ CL(Sa:/6bl2y/(3 192/6 — axb2y018z/6+z/6 — abeyC?)zcz/6 — abeyCSZ%
9 Vat?2 = Vara? = a\/_

\/a2n: /a2n:a’
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b
5 10 /10 a?
b75 = 5b5 = 37
o a’ vV a3 a
b3 b e b3+ 6 B @7

/3510 \/35q10  3q2
b5 b

QIQCG 12/53)~7/5 .6/5
— Jal268p—T = ¢12/5p=T7/56/

2

— 225125 1415 2/5p~1p)=2/5..1/5 _ a~cvasc

a c =a’a —_—
bv/ b2

CL12011

1/(112011 2 a12/3 9/3 _ —
c2

@ 60 _24= 98(2a—3) = VBV2a —3 =292 3,
V27a+54 = ¥27(a+2) = V27/a+ 2 = 3¥/a + 2,
a?+ 4,
Va2 +2ab+ 02 = Y(a+b)2=(a+ b =(a+ b =Va+b
(6] \/\/25a4: \/\/25a4:\/5a2,
CL% _ (aa3/5)1/2 _ (a1+3/5)1/2 _ (a8/5)1/2 _ a8/10 _ CL4/5 _ 3 CL4,
\3/\/ a+b)? = \/\S/a—l—b 9= /(a+b)3 = (a+b)>>
= (a+b)"2 = (a+b)Va+b,
V2RI = /230 a5 00 = /30 B = 220 = 4abVVh,
V V/2816p24 = ((2%1%24)1/ 4>1/2 = (2%16524)1/ " = 2a2?
Q@ ie= (V6P =2 =3,
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V2T = 2743 = 71+1/3 = 27v/27 =273 = 81,
(&) - (& @Y

81/ 3) 7
J(2166%)* ( 23336) )2 = 3667,
, (125> 125\ (5)

64/ 64 |  \4

1/6
@ \/ V2560428 = ( 4 8) = 28/64/6,8/6

_ o8 28,405 99V 21/ _ 9y /e
Va5 2ab 102 = {la+ 0% = (a+ )% = (a+ )" = Va1 b,

4l 5 1/24
:E24y36z48 _ (x24y36Z48) _ $24/24y36/24z48/24 _ :cy3/222 = zyz \/§

- Theorie OK ~ Opl

117



© ©¢ ©6 6 ©

©

Oefening 10 - Uitwerking

Vva—2va+3va

=Va(l -2+3) =2Va,

Va + 2V

= /a+ 2av/a = Ja(1l + 2a)

= (1 + 2a)V/a,

V9a — Via ++/a
=V9/a—Viva+a=3Va—-2Va+a

=B -2+1)Va=2Va,

V16 + 3V/54 — 2v/250

= V24 437235 - 2V2. 55 = 2V/2 + 9V2 — 10V/2
=(2+9-10)V2 = V2,

Vab— ¥

= qinbon — (o) % (V) 3n = qbnbon — qonbon = 0,

V56 — V189 + 3v/448

=723 — /T334 3V7-26 =237 — 337 + 1297 = 117,
V1100 + V44 — /99

=V11-102+ V1122 — V1132 = VII(10 + 2 — 3) = 9V/11,
V24a* + V/3a*b3 — V/81abb

= V3 23a4 + V3a2h3 — V/34abb = 2a/3a + ab¥/3a — 3b*V/3a
:(2a+ab—362)\‘7@,

2V/45 — 3v/80 4+ V125 — 4v/20
=2v5-32-3V5-42+ V552 — 45 . 22

= 6v5 —12v545V5 —8V5 = (6 — 12+ 5 — 8)v/5 = —9/5,
2v/24 - 3v/18 - 4v/24
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=2.3.-4-v/23.3.v2.32.V23.3
= 242233 .2131.2636 = 24.23"
—94.97.36 —=94.92.97.3.3%
= 288v/2V/3

V54 - 3716 - (—2V/9)
::3.(_2).@§T§§.€@E.€@§

= —6-V2-3.21.32=—6-V2-3=—-6-2-3=-36
V343 - /T /49

=BT =78 7178

— 73HITE = 73 = 72 . 730 = 49 VT3,
3av/2abc - 2ab - Vab’ - 5b - V/8a3bc?
—3a-2ab-5b-22a2b3c? - adbs -23%61%6%6
_ 30022+ g g o

= 30a2b223a%b%c = 30a%b%2 - 2%q - aizh-bizc

= 60v/2a°b°c VaPb7

V5(V2 — V5 +2V10)

= V5v2 — V5V5 + 2v/5V10

= V10 — v25 +2v50 = V10 — 5+ 2v2 - 52 = V10 — 5 + 10v2
(V14 + V21 + 2v6) - V42

= V14V42 + V21V42 + 2642 = V14 - 42 + V21 - 42 + 21/6 - 42
=V2-7-2:3-T+sqrt3-7-2-3-7422-3-2-3-7
=2.-7V34+3-7TV2+2-2-3V7 = 14V3 + 21V2 + 127

(6v/216 4 6v/6 — 6v/6 + 6) - (—v/216)

= (6V/63 + 6v/6 — 6v6 + 6) - (—V/63)

= —6-(61+62—61+1) 63
= —6- (67 +61 — 67 +61)

= —6-(6-62+6-65 —6+61)
= —6-(6v6+6v6 — 6+ V63)
= —36v/6 — 36v/6 + 36 — 663
(V5 +2V6) - (V5 — 2V6)

+

olw
o=

. g3tit

=
SIS
IS

N[N
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— V5 — (2V6)? =5 — 4V62 = 5 — 49/36
® (526

— V5 —4V5V6 +4v6

=5—4v30+24 =29 — 4/30

- Theorie OK - Opl
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Veeltermen - Opgaven

ot

Beschouw de volgende veeltermen:
A=2>+3x+5, B = 2%+ 5z + 3.
Bereken:

A+ B, A-B,
A% A.B, B?
A? —2AB+ B*, (A+ B)%
A%, B A-B?
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Hint
 Gebruik de formules voor het rekenen met veeltermen. 


o odemzomme

Beschouw de volgende veeltermen:

A=5z—322 452 -7, B =3z%+ 5z + 3.

Bereken:
A+ B, A-B,
A% A.B, B?
A% - B3
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Hint
 Gebruik de formules voor het rekenen met veeltermen. 


Oefening 3 - Opgave

Deel de veelterm D door d:

00O ® OO O0000CO00C

D=xz*42x+4+1, d=z-2;
D=x*+2x+4+1, d=ux+4;
D=a*>+22+1, d=z+1;
D=xz*4+2c+4+1, d=—x—3;
D=as34322452—-7, d=ux-—2;
D=2*+3224+52—-7, d=az+1;
D=x3442>-22x+1, d=z—2;

1
D = 2" +42% — 22 + 1, d:x—i—E;

D=zx3442> -2z +1, d=2zx-1,
D=x*+234+2>+z+1, d=z—-1;
D=z'4+234+2+2+1, d=x+1;

1
D=4+ 4+ +2+1, d:x—i;
1
D=z +23+2>+r+1, d:x—i—i;

D=a*+2+2*+x+1, d=2z+3;
D=a2342c+4+1, d=z-1;
D=x42z+1, d=1+u;
D=x—2°—7+52% d=1+u;
D=1—z2*+5z% d=2-u;
D=z2"+423+62>+4x+1, d=z-1;
D=z'4423 462>+ 42 +1, d=z+1;
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Hint
 Bekijk de techniek voor het Euclidisch delen van een veelterm door een andere veelterm, en gebruik deze techniek om de twee veeltermen Q en R te vinden waarvoor geldt dat D = Q . d + R. Wanneer de veelterm d van de vorm x-a is, kan je ook de regel van Horner uitproberen. 
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Oefening 4 - Opgave

Deel de veelterm D door d:

D=2*>4+3zx+5 d=2*>-2;

D=2>+5 d=2*+z+2;
D =2z*46x, d=a*+ 2ux;

D=2x%-2x+1, d=z*—3ux;

ODAOPOABHO000000000C
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D=zxz*42x+4+1, d=2*—z+2;
D=32*+2x+1, d=2*—z+2;
D=4z — 4248, d=22>—3x+4;
D=-32>—-22x+9, d=32*+1;

D=a3442>-22+1, d=2>—-22+§8;
D=2x3442* -2 +1, d=22*—-3z+1,

D=z'—234+32> -2z +1, d=2a>—-2x+05;
D=2"—2234+322-22+1, d=2>-2;
D=x*-22" 20 +1, d=2°—21+1;
D=x*-22 432> - 20 +1, d=2"—-5
D=2"—-323452% d=a'4+23-5


Hint
 Bekijk de techniek voor het Euclidisch delen van een veelterm door een andere veelterm, en gebruik deze techniek om de twee veeltermen Q en R te vinden waarvoor geldt dat D = Q .d + R. 


o odemsomme

Ontbind in factoren:

axr + 3z,

3 — 422,

z*y — xy’,

182° — 1223,

16a%2?* — 4ax?,

1523 — 1022 4 5z,
14a®b? 4 35a2b — 28ab,
(@ =b)x + (a—Db)y,

(x —5)x+ (b —x)y,
2a(—x —y) = 7(z +y)

000000000
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Hint
 Probeer de gemeenschappelijke termen af te zonderen. 


o odemsomme

Ontbind in factoren:

Qo
IS
(V]
[
—
o
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Hint
 Gebruik het merkwaardig product A^2 - B^2 = (A-B)(A+B) om een verschil van kwadraten in factoren te splitsen. Probeer ook gemeenschappelijke termen af te zonderen. 


O odemToomme

Ontbind in factoren:

x> — 8,
a®+1,
y’ — 21,
272° + 8,
27 + 5,

1
273 + —
x+27,

8000 00000
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Hint
 Gebruik de merkwaardige producten A^3-B^3 = (A-B)(A^2+AB+B^2), A^3+B^3 = (A+B)(A^2-AB+B^2), om sommen en verschillen van derdemachten te herleiden. Waar mogelijk kan je ook gemeenschappelijke termen buiten de haakjes brengen. 


Oefening 8 - Opgave

Ontbind in factoren:

®Pe6000000000

922 + 242 + 16,
2 — 4z + 4,

4a* + 1 — 4z,
1+ 42? + 42,
2+ 2% +
10z — 25 — a2,

1 — 42 + 4x*,
2% +22% + 1,
=22t +x,

z® — 8zt + 16,
2a° — 4a3b* + 2b*,
2a° — 64a® 4 512
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Hint
 Het merkwaardige product A^2 +/- 2AB + B^2 = (A +/- B)^2 kan gebruikt worden om een aantal drietermen te schrijven als een kwadraat van een som of verschil. 


Oefening 9 - Opgave

Ontbind in factoren:

a® +6a* + 12a + 8,

23 — 9%y + 27Txy? — 2745,

2ab — 6a’be + 6abc® — 2bc?,
6 5, La 1 3

—64b% — 12b + 1 + 482
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Hint
 Het merkwaardige product A^3 +/- 3A^2B +3A B^2 +/- B^3 = (A +/- B)^3 kan gebruikt worden om een aantal viertermen te schrijven als een derde macht van een som of verschil. 


Oefening 10 - Opgave

Ontbind in factoren:

SOOI BOOAOO000000000C

xy + ax + 2y + 2a,

x? — 3zy — 2ax + 6ay,
ar —x —a+1,

62 — 6y + 4z — 9y,
a’bx — ab® — ax® + bx
22 — 4+ zy + 2y,

a® —2a — 2b — b2,
r+y+ a4+
2P et -yl
R S . B
a® — 2a* — b + 20,

2? + 62 +9—°

4a* — 25 — day + 12,

a’ + b* — 2ab — 2,

23+ 32%y + 3wy + 1 — 8,
23 4 322 4+ 3z 4+ 1 — 823,
gt 41 =2+ 227+ 1 - 227
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Hint
 Tracht telkens enkele termen samen te nemen zodat je een merkwaardig product bekomt, of zodat je een gemeenschappelijk deel kan vooraan stellen. 


Veeltermen - Oplossing

A+ B =222 + 8z +8,

A—B =—2x+2,
A? = 2% + 62% + 1927 4 302 + 25

A-B = 2t 4 823 4 232% + 342 + 15,
B? =2 + 102 + 312% + 30z + 9,

A2 —2AB + B? =4x? — 8z +4,
(A+ B)? = 4o’ + 322° 4 962° + 128 + 64,

A3 = 2% 4 925 4+ 422 + 11723 + 21022 + 2252 + 125,
B3 = 2% 4+ 152° + 842 + 21523 + 25222 + 135z + 27,

A- B? = 2%+ 132° 4 662 + 1732 + 25422 + 177z + 45.
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A+B =523+ 10x — 4,
A—B =5z%—6z*—-10,

A2 =2525 — 302° 4+ 5921 — 1002 + 672% — T0x + 49,
A-B  =152" + 162* + 1523 — 522 — 20z — 21,
B> =9z" 4+ 302 + 4322 + 30z + 9,
A2 — B3 = —22% — 16525 — 2472 — 4952% — 23922 — 205z + 22.
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Oefening 3 - Oplossing

D=x*+2z+1, d=z-—2;
Q=z+4, R=09;
D=x*+2x+1, d=ux+4;
RQ=x—-2, R=09;
D=x*+2x+1, d=z+1;
Q=z+1, R=0;
D=xz*>4+2x+4+1, d=—x—3;
Q=—-x+1 R=4
D=as34322452—-7, d=z-2;
Q=2a"+5x+15 R =23
D=a3432>+5z—-7, d=z+1;
Q=2"+2x+3, R=-10;
D=x*+42> -2z +1, d=z-—2
Q=2*+6x+10, R=21;

D =2° +42% — 22 + 1, d:x—i—;;

7 15 23
_2 f o _ 29,
Q=z +2:1: 1 g
D=a3442>-22x+1, d=2zr-1;
1, 9 1 9
S Z - RpR=2Z2
Q 5% +4:B—|—8, 3

D=x*+234+2>+z+1, d=z—-1;
Q=2>+22"+3x+4, R=5;
D=x*+234+22+z+1, d=z+1;
Q=2"+z, R=1;
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1
@ D=zz'423+2>+2+1, d=x—=;

2

Q:x3+2$2+1$+185, R:il))é;

® D=z'+2’+2°+z+1, d:x—l—;;
Q:x3+;x2+ix—|—2, R:ié;

@ D=a*+2>+2*+x+1, d=2z+3;

@ D=xz42c4+1, d=z-1;
Q=2"+r+3, R=4

@ D=xz42x+1, d=1+u;
Q=2>-2+3, R=-2

@ D=zx—2°—-7T+52% d=1+uz;
Q=—-2"+6x—-5 R=-2

@ D=1—-z'4+52% d=2-1u;
Q=2>+22>—-2—-2, R=25;

® ot ratl, d=s—1:
Q=2a%+52>+ 11z +15, R=16;

D Dot 4624 dr 1, d=x+1:

Q=2"+32>+3zx+1, R=0;

- Theorie OK ~ Detail
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Oefening 4 - Oplossing

O® o-1. R-—3:-1
® 0-3 R-—5:-5
9 Q=2; R=2z
® -1 R-——2:+10
@ (-1 rR-3:+7
@ Q=1 R=-x+3;
QO 0o-1. R-uw
@ Q=x+6; R=2x-—4T,
9 Q:;x—i—lj; R:%f:c—z;
O 0-u213 R=72+1;
® o-2-2 R——6r+11:
® o-_2:45 R=——6s+11:
® -_.-2 R-—22—7r+3
® -1 R-——27+32—2+6:
@ Q=1 R=—42%+52%+05;
- Theorie OK Detail
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000000000

ax + 3z = (a + 3)x

2 —42? = (z — 4)2?

2y —xy® = (z —y)zy

182° — 122% = 62°(32% — 2)

16a*r* — daz® = 4ax*(4a — 1)

152° — 102* + 5z = 5x(32* — 27 + 1)

14a®b? + 35a%b® — 28a*b = 7a’b(4a* + 2ab + 5b%)
(a—=0b)z+(a—bly=(a—0b)(z+y)
(=5)z+ (B -2)y=(r-5)(z—y)
20(—z—y) =Tz +y)=—(2a+7)(x+y)

137



(1) -2 =(z—5)(z+5)

(2 40> -1  =(2a-1)(2a+1)

(3 4922 — 9y* = (Tx — 3y)(Tz + 3y)

4 iy —ay’  =ay(r —y)(z+y)

@ 2 18 =22-320+3)

(6 a*—1 =(a—1a+1)a®+1)
(7 81 = (r—3)(x+3)(a?+9)
O 25 32 =22 +2)E+4)
O (w9 =-y-3a-y+3)
O 2 12?2 =@—y-Daty+2)
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(1 2 -8 = (r—2)(2* +2z+4)

(2 a@+1 =(a+1)(a*—a+1)

©® w33yt

O 8 —Bri2)O 6014

(5] 27+ 2% =3+ 2%)(9— 32 + 2

O .- 5> =(3z+ %)(9352 —x+ %)

(7 -1 =x@-D@*+r+1)

(8 a® =5 = (a—0b)(a+b)(a®—ab+b*)(a® + ab+ b?)
O o1 5 —- @22 r0)d— 20+
10) 2"z =a@@-1)E@"+z+1)(r+ 1) (2 -z +1)
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Oefening 8 - Oplossing

O 0220116 = (3c+4)

(2 2 —dr+4 = (v-2)

(3 42 +1—4dx = (2z—1)

O it = (122

(5] 2 +22% 4+ =z(r+1)?

O w0252 —_(z-52

@ 1 2t = (1 V(1 Vo)
(8 2 +222+1 = (z+ 1)@ -2 +1)?
(9] =22t = -1} +r+1)?
O 8116 = (- v22r + V2)2(a? + 2)°
® o st = 2(a® — b?)?

® 005 32081128 =2(a— 2)%(a? + 20 + 4)?

- Theorie OK ~ Detail
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Oefening 9 - Oplossing

(1) @34 6a>+120+8 = (a+2)°

(2] o3 — 922y + 27Txy? — 27y° = (2 — 3y)?

O 2% 6ac+ Gab® — 208 = 2b(a — c)?

(4] a® — 2 + tat — 5a? = 2—7x3(3x —1)3
@  swPo12m1ras? =(1- 3

- Theorie OK ~ Detail
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Oefening 10 - Oplossing

zy + ax + 2y + 2a
2% — 3xy — 2ax + 6ay
ar —x —a+1
622 — 6y + 4z — 9y
a’bxr — ab® — ax?® + bx
v — 4+ a2y + 2y
a? —2a —2b —1?
x4y + a2+ 8
25— P — g
25— By 4 a2 — P
a® — 2a% — b3 + 2b*
22+ 6x4+9—y?
4% — 25 — day + >
a® + b* — 2ab — c?

22+ 322+ 3z + 1 — 83
xt 41

OK
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/%?[\3/\
+

S

<

+

Ql\'.)

+

8

+

P

=—(x—1)(7T2* + 4z + 1)
= (2" = V22 + 1)(2” + V2z + 1)
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Veeltermen - Uitwerking

A+ B = (2° + 32+ 5) + (2° + 5z + 3)
=(1+1D2*+B+5)z+(5+3)
=227 + 82 + 8,

A-B = (2> 432 +5) — (2* + 5z + 3)

= (2* + 3z +5) + (—2® — 5x — 3)
=(1-12>+(3-5)x+(5-3)
=02 + (=2)x +2= -2z + 2,
A? = (2* + 3z +5)?
= (2> 4+ 32 +5) - (2° + 3z +5)
=2 22 +3zx- 22+ 522
+22-3x432-3x+5-3z
+2%-5432-5+5-5
= o + 32 + 522 + 32° + 92 + 152 + 52 + 1520 + 25
= 2% + 62% + 1927 4 302 + 25
A-B = (2> + 32 +5) - (2° + 5z + 3)
=22 2243z 224522
+22 5243z -5x+5- 5z
+22-34+32-34+5-3
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= 2t + 323 + 522 + 523 + 1522 + 252 + 322 + 9z + 15
= 2% + 82 + 232 + 342 + 15,
B? = (2 + 52 +3) - (2* + 5z + 3)
=22 224+ 5z-22 4322
+22- 5245 -5 +3- 5z
+2%-3452-34+3-3
= ' + 523 + 322 + 523 + 252% + 152 + 32° + 152 4+ 9
= o' +102° 4 312% + 302 + 9,
A2 —2AB + B? = (2* +62° + 192 + 30z + 25)
—2(2* + 82® 4 2327 + 342 + 15)
+(2* 4+ 102° + 312% + 307 + 9)
=(1—-2+1)2" + (6 — 16 + 10)z” + (19 — 46 + 31)2* + (30 — 68 + 30)x -
= 42% — 8z + 4,
(A+ B)? = (22° + 8z +8)°
= 4z* + 162° + 162” + 162> + 6427 + 64z + 162> + 647 + 64
= 4a* + 322° + 9622 + 128z + 64,
A3 — A A?
= (2° + 32 +5) - (z* + 62° + 192° + 30z + 25)
= 25 4+ 92° + 422 + 1172° 4 21022 + 225z + 125,
B3 =B-B?
= (22 + 52+ 3) - (z* + 102® + 312% + 302 + 9)
= 2% + 152° + 84 + 21523 + 25222 + 135z + 27,
A B? = (2 + 32 +5) - (z* + 102° + 312% + 30z +9)
= 2% + 132° + 662* 4 1732 4 25422 4 177x + 45.
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A+ B = (52— 32® + 52— 7) + (32 + 5z + 3)
= (5402 + (=3+3)2* + (5+5)z+ (=7+3)
= 52% 4 02° + 10z + (—4)
= 52° + 10z — 4,
A—B = (52°—-32>+5x—7)— (32% + 5z + 3)
= (52% — 32® + 55 — 7) + (—=32® — 5 — 3)
=(5-0)2*+(-3-3)2* +(5—-5)z + (-7 3)
= 52° + (=6)2* + 0z + (—10)
= 523 — 622 — 10,
A? = (52 — 32° + 5 — 7)?
= (52® — 32° + 52 —7) - (52® — 32% + 5x — 7)
= 2525 — 152° + 252 — 3523
—152° 4 9z — 152° 4 212°
42521 — 1523 + 2522 — 35z
—3523 + 2122 — 35z + 49
= 252% — 302° + 5921 — 100> + 672% — 70z + 49,
A-B = (52 =32° + 52 —7)- (32> + 5z + 3)
= 152° — 92 + 152% — 212?
+252* — 152° + 252% — 35z
+152% — 922 + 152 — 21
= 152° + 162 + 1523 — 52 — 20z — 21,
B* = (32" +5x+3)?
= (322 + 52 + 3) - (32 + 5z + 3)
= 92* + 152% + 922 4 152° + 2522 + 152 4 92 + 150 4 9
= 92" + 302° + 432° + 30z + 9,
A2 - B® = (52® — 32 + 52 — 7)* — (32° + 5z + 3)°
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= (2525 — 302° + 592* — 1002* + 672 — 70z + 49)
—(272% + 1352° + 3062 + 3952° + 3062% + 135z + 27)
= 225 — 1652° — 2472* — 4952° — 2392 — 2052 + 22.
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Oefening 3 - Uitwerking

o D=2>+22x+1,d=x—2;
Horner:
1

211
2 2|8
1 419
Euclides:

2 + 2z

—( 2 - 2

4z 1
—( 4z — 8 )
9

9 D=z*+2r+1,d=1x+4;

Horner:

1 211
HE
1 29

Euclides:

2+ 2x
—( 22 + 4z
—2x

—( -2z

+
=N

+le +

-4

I +|— +

1
8 )
9

9 D=a>+2x+1,d=x+1;
Horner:

1 21
-1 -1
1 1] 0

Euclides:

-1
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- 2

2 4+ 2 + 1 r + 1
—( 22 4+ ) r + 1
r + 1
—( z + 1)
0
O® p-riowild=—2-3
Euclides:
o+ 2z + 1 |-z — 3
—(2* + 3z ) |-z + 1
- + 1
—( -z - 3 )
4
@ D=a®+3224+b2x—7,d=x—2;
Horner:
1 3 5 |-7
2 2 10| 30
1 5 15|23
Euclides:
¥ 4+ 322 + bhr — 7
—( 22 = 22 )
502 + br — 7
—( bz* — 10z )
15z — 7
—( 15z — 30 )
23

(6 D=23+32+52 -7, d=x+1;

Horner:
1 3 5| -7
-1 12 -3
1 2 3[-10
Euclides:

148

+ Sr +
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2 + 322 + br — 7
—( 222+ 22 )
202+ Hr — 7
—( 22* + 2z )
3xr — 7
—( 3x + 3
-10
0 D=a34+42> 22 +1,d=x—2;
Horner:
1 4 2|1
2 2 1220
|1 6 1021
Euclides:
2+ 4 - 2z 4+ 1
—( 2 = 222 )
622 — 2z 4+ 1
—( 62> — 12z )
10z + 1
—( 10z — 20
21
@ D:x3+4x2—2x+1,d:x+%;
Horner:
1 4 21
_1 _1 _7 115
2‘1 ? _ﬁ‘%
2 113
Euclides:
2 4+ 4a? 2 + 1
—( 2 + 1z )
T2 — 2z + 1
—( 29&2 + Ir )
—%x + 1
(b -
23

8
(9 D=a*+42> 22 +1,d=2x—1

Euclides:
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I

+ 1
+ 2z + 3
- 2
+ 6z + 10
+ 3
—i—%x %



¥ 4+ 422 - 2¢ + 1 2z 1
—( & - 2z? ) 7 3t + 3
22— 2 + 1
—( 522 = Gx )
ix + 1
(e - 1)
8
D P+ +a+ld=a—1
Horner:
1 1 1 111
1 1 2 3|4
1 2 3 45
Euclides:
@ o+ 2+ 2+ r + 1 r — 1
( 2t ) 3+ 227 3r + 4
208 + 22 + oz o+ 1
—( 223 — 222 )
322+ x + 1
—( 32> — 3z )
dr 4+ 1
—( 4x — 4 )
5
® D=a*+224+22+z+1,d=a+1,;
Horner:
1 1 1 1|1
-1 -1 0 -110
1 01 01
Euclides:
4+ 2 4+ 22 4+ oz 4+ 1 +
(2t + 2 ) +
+ 22 4+ x + 1
—( 22 + z )
1

® D=s*+*+2a?+z+1,d=x—3;
Horner:
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16

929

1.

@ D=a*+23+2>+ax+1,d=x+

Horner:

o0 <t

— | O

\ 1

Euclides:

134

Ial[eolallee

D=ax*+234+22+a2+1,d=2x+3;

@

151

Euclides:



o+ 2+ 22+ z + 1 | 2 3
SIS I T
—® + 7+ r o+ 1
(A -
o+ r + 1
—( 3+ Fe )
—%x + 1
(B - ® )
16
@ D=2z34+22+1,d=x—1;
Horner:
1 0 211
1 1 113
11 3[4
Euclides:
x3 + 2x + 1 ‘ r — 1
—( 2 - 2 ) ‘ + r + 3
2 4+ 2 + 1
(2 — & )
3r + 1
—( 3z — 3 )
4
@ D=23422+1,d=x+1;
Horner:
1 0 2|1
-1 -1 11-3
1 -1 3[-2
Euclides:
x3 + 2 + 1 r + 1
_( I3 + .TZ ) 1,2 - o + 3
- + 2r + 1
—(—® — )
3r + 1
—( 3z + 3 )
—2

@ D=x—23—-T+52 = -3 +52°+2—-T,d=1+x=12+1;

Horner:

152




-1 5 1]-7
-1 1 6|5
-1 6 -5|-2
Euclides:
—-x*  + br? 4+ z - 7 | T +
—( -8 w2 ) | -2 4+ 6z — 5
622 + x — 7
—( 62> + 6z )
—br — 7
—( =5z — 5 )
-2
@ D=1—-a2*+52?=—a2*+522+1,d=2—2=—-2+2
Euclides:
—zt + 5z’ + 1 —r —+ 2
—( =t + 222 ) 4+ 227 — x — 2
-2z + ba? + 1
—( =22 + 4da® )
x? + 1
—( 2 - 2z )
20 + 1
—( 2z — 4 )
5
@ D=z +423 + 62> +4x+1,d=x —1;
Horner:
1 4 6 4| 1
1 1 5 11115
1 5 11 15]16
Euclides:
4+ 42+ 622+ 4 + 1 ‘ r - 1
—( 2t - ) | 2 + B 4+ 1lz + 15
5z + 62 + dr + 1
—( 5z* —  Ba? )
1122 4+ 4o + 1
—( 1122 - 1lz )
152 + 1
—( 1z — 15 )
16
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D Dot P62 4dr+1,d=z+1:

Horner:
1 4 6 4|1
-1 -1 -3 -3‘—1
1 3 3 1]
Euclides:
4+ 42 4+ 622 + da +
-t + 2 )
322 4+ 622 + 4z +
—( 3z + 32 )
322 + 4dxr +
—( 322 + 3z )
r +
_( r +
~ Theorie OK -~ Opl
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3r + 1



Oefening 4 - Uitwerking

o D=2>+2zx+1,d=2*—2+2;

Euclides:
22 + 2z + 1 ‘ 2 - x 4+ 2
(2 - = + 2 ) | 1
3r — 1
O D-s2tumild=at-z+2
Euclides:
322 + 2z + 1 ‘ ? - x + 2
—( 32> — 3z + 6 ) | 3
o — b

© D42 sri8 d=22—30+4
Euclides:

4 — 4o + 8 | 22* — 3z + 4
—( 42> — 6z + 8 ) | 2
2x
O® - 32249 d=32+1
Euclides:
322 — 22z + 9 | 3a? +
—( —3z? - 1) | -1
—2r + 10
(5] D=a2*>+3x+5,d=12*-2;
Euclides:
2 + 3z + 5 ‘ x? - 2
—( 22 -2 ) | 1
3r + 7
(6 D=2*4+5,d=2>+a2+2;
Euclides:
z? + 5 | 2+ oz + 2
(2 + . + 2 ) | 1
- + 3
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(7] D = 2? + 62, d = 2* + 2ux;

3r + 1

Euclides:
22 4+ 6x ‘ 2 4+ 2
—( 22 + 2 | 1
4z
@ D=a®+42> 20 +1,d=2>—22+8;
Euclides:
2+ 4?2 - 2 + 1 ‘ x?
( 2* 202 + 8z ) R
62> — 10z + 1
(622 — 120 + 48 )
20 — 47
O pPD_ira2—241,d=22—30+1:
Euclides:
2+ 422 - 2z 4+ 1 ‘ 222
—( 2 - 322 + Iz ) iz
La? - 2+ 1
2 22
—( Ha? — Ex + % )
Y T
O p_d_ 2041 d=s2—3
Euclides:
3 — 2z + 1 —
—( a3 322 ) +
32 — 2 + 1
—( 32* — 9z )
T + 1
@ D=a*—2234+322 - 22 +1,d=2%— 22+ 5;
Euclides:
= 2+ 32 — 20 + 1
—( 2 22+ ba? )
—2x? — 2r  + 1
—( =22 + 4z — 10
—6x + 11

@ D=za*—2234322 22 +1,d=2>-2;

Euclides:
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2 + 1

- 22 4+ 322 - 20 + 1
—( 2 - 222 )
22 4+ bx? — 2z + 1
—( —22° + 4z )
5x2 — 6 + 1
—( 522 — 10
—6z + 11
® D=a*-223-22x+1,d=2%—-22+1,
Euclides:
- 223 — 2z + 1
—( 2t - 222 4+ oz )
—22° + 222 — 3x + 1
—( —223 + 4 — 2 )
222 — Tx + 3

® D 2332 241 d=2" -5

Euclides:
2 — 22+ 322 — 22 4+ 1
—( 2 - 5 )
223 + 322 — 22 + 6

® D=a*—3234+52% d=a*+ 23— 5;

Euclides:
i 322 + bHa?
—( 2t + z? — 5 )
—42% 4+ ba? + 5
- Theorie OK - Opl

157




0 ar + 3x

=ax +3zx
=(a+3)x
= (a+3)z
9 x3 — 4a?
= z@% — 4 2°
= (v —4) 22
= (v — 4)2?
(3] oy — xy”
=zay — TYY
= (z —y) ay
= (z —y)wy
O 51
=6 -3232> -6 -22°
=6 2% (327 —2)
= 62°(32% — 2)
9 16a%2? — 4ax?®
=4 -4aaz® — 4a 2’1
=4 a 2?(4a—1)
= daz*(4a — 1)
O 510245
= 5x32° — bx 2r+ Bzl
= b (3x* — 2z + 1)
= 5x(32% — 22 + 1)
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(7] 14a3b* 4 35a%b* — 28a*b
= 7a®b 2ab+ Ta’b 5b* — Ta’b 4a®
7a%b (2ab + 5b° + 4a?)
7a*b(4a” + 2ab + 5b%)
a—>b)x+ (a—Dby
(@a—b)z+ (a—0b)y
= (a=10) (z+y)
= (a—=b)(z+y)
(9 (x =5z + (b—x)y
= (z =3z + (=(z = 9))y
= (z =5z —(z =5y
= (&=5)z— (z=5)y

= (z=5)(z—y)
=(z—=5)(z—y)
[10) 2a(—x —y) — 7(z +y)
= —2a(z+vy)—T7(z+vy)
=—-2a(z+y) —7(z+y)
2a —7) (z+y)
2a — 7)(x +y)
—(2a+7)(x +y)

©
S

(_
(_
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© o1 —[Ey-w
[

(3] 4922 — 9y? = -2 — -2
= ([ - By) (7 + 3g)
= (Tx — 3y)(Txz + 3y)

(4] By —zyt = aya?— ayy?
=y (8’ — @)
= ay (& - @) (& + @)
=ay(z —y)(z+y)

@ 218 =—2.42-29



= (i — ) (a + ) (a® + 1)
=(a—1)(a+1)(a*+1)

(7 v-s1 =@ - e

= (28 - @) (&2 + @)
= (2> = 9)(2* +9)
- B)( +9)
- B (@ -+ B) (<> +9)
x—3)(z+3)(z* +9)
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#-8 —@-B
= (m- Bl + )
= (z—2)(2* + 27 +4)

a3+ 1 :.3+.3
= (ja + ) (@ — il + )
=(a+1)(a®—a+1)

v -21 —gf - B
= (@ -8 @ + g8+ B
= (y—3)(¥*+3y+9)

2703 +8 =Bl + B
= (59 + 2) (8| - B + )
= (37 +2)(92% — 6z + 4)

27 + 2 :.3+-3
- (@B e -

= (3+2%)(9 — 32 + 2%)

3

2 2

- @3+ @) (@ - ==l + @)
1

= 3z + %)(93:2 —x+ §)

- =xz2— a2l

=z (z*-1)

= o(m’ - )
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(- ) (® + il + )

r(z—1)(2* +2+1)

oo - -

() — o) (! -+ %)

a® —b*)(a® + b%)

—b)(a® + ab + b*)(a + b)(a® — ab + b?)
—b)(a + b)(a®> — ab + b*)(a® + ab + b?)

(
(
(

a
a

| N
~
[\
w
|
8
w
~—
—
[\]
w
_|_
8
w
N~—

(2 —2)(2% 4+ 22 + 2?)(2 + ) (22 — 22 + 2?)
(2 —2)(4 422+ 23 (2 + ) (4 — 2z + 2?)
" —x =’ -1)
=z((z*)* - 1%
=2(z® - 1)(2* + 1)
=2z —1)@*+z+ D@+ 1D)(@2*—2+1)
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Oefening 8 - Uitwerking

922 + 24z + 16 :-2+2-+
— (B2 + @)’
= (3x +4)?
22—dr+4 =@ — 2B+ B
= (=
= (v —2)?
422 + 1 — 4z =42? —4r+1
[ - o
= (-0’
= (22 —1)?
1+ 422 4 4z :.2+2-+-2
= (H -+l
= (1 + 22%)?
P42+ =zt +2zxz+ xl
=z (2* +2z+1)
= (P + 2l + @)
= (@ + |’
=x(r +1)°

—2% 4+ 101 — 25
= —(2® — 10z + 25)
— (28l + B
= —(m - 8’
—(z = 5)°

10z — 25 — 22
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1 —42?% + 42

x84+ 223 +1

=2t 4o

28 — 8z* + 16

2a8 — 4ab? + 2b*

2a°% — 32a® + 128

= (1 - v22)(1 + v2x))?
= (1—v22)°(1+ V2z)
- [
= (B8 +

= (2 +1)°

=((z+1)(2* =z +1))?
= (x+1)*(2* — 2 +1)?
=az(2% - 22 + 1)

— x(x:% o )2

=a((x —1)(a* + 2+ 1))
=2z — 1D*(2* + 2+ 1)

&
|
—~ N

~—~ I/~
8
|
S
~—
[\
~—
—~
8
[\
_|_
[\
~—
~—
[\

o~~~ o~ o~ o~ o~

8

= VI + V2)(a® +2))
— V2P (z +v2)*(2* +2)°
(a3 2 2a3b2 + (b2)2)

I
ORI R R O



OK

DN DN

((a — 2)(a* + 2a + 22))?
(a —2)*(a® + 2a + 4)*
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Oefening 9 - Uitwerking

a® + 6a? + 12a + 8 =@+ 3@l - sl + Br
= (an + 2’
= (a+2)°
o3 — 922y + 27Txy? — 27y° =[P — 3.2. + 3_2 - -3
- =G
= (z —3y)°
2a%b — 6abc + 6abc® — 2bc® = 2b(a® — 3a’c + 3ac® — )
= 20(l@’ - sj@’e + sjane’ - e’

= 2b(a — c)?
1
ab — b + 1ot — 5a? = 2—7x3(27x3 — 2722 + 9z — 1)
_ 1 3 3
=57 (3x —1)
—64b° — 120+ 1+ 4802 =1 — 12b + 48h* — 64°

- -
- (0= )’

= (1 — 4b)?

- Theorie OK ~ Opl
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Oefening 10 - Uitwerking

zy + ax + 2y + 2a

2% — 3xy — 2ax + 6ay

ar—x—a-+1

622 — 6y + 4z — 9y

a’br — ab® — ax® + bx

22— 4+ xy + 2y

a? — 2a — 2b — b?

T+y+ad+y

168

= (zy + az) + (2y + 2a)
z(y+a)+2y+a)
z+2)(y +a)

(2* — 32y) — (2ax — 6ay)
z(zr — 3y) — 2a(x — 3y)
( — 2a)(x — 3y)

(ax —x) — (a—1)
z(a—1)—(a—1)
r—1)(a—1)

= (42 — 6y) + (62 — 9xy)
22z — 3y) + 3z(2z — 3y)
(2 + 3z)(2x — 3y)



L+ (2% — 2y +y%))

v~y +yt 1)

+ )
+y)

8 8

(
(
(

8

(
(
T—y’) + (2" =)

(z =)@+ 2y + ") + (z —y)(z +y)
(z — y)((x +ay+y°) + (z+y))
(z —y)(2”

(x

23 — B 4 — g2

) (2? Fay+ P+ oty

x5—x3y2+x2y3—y5 5—$3y2)—|—(l‘y—y)
2 (2® —y?) + 2 (2® — )
3

2+ %) (2% — o)

x+y)(ft2—:ry+y)( —y)(z +y)
v +y)*(x —y)(2® — 2y +y°)

—b*) + (- 2a2+2b2)
a® —0°) —2(a®> - b?)

b)(a® + ab + b*) — 2(a — b)(a + b)

a® — 2a% — b + 202 a

(
b)(a® + ab + b* — 2a — 2b)

x2—|—6x+9)—y
z+3)% —
(w+3)—y)((w+3)+y)
r—y+3)(z+y+3)

(
(
(
(a®
(
(a -
(a—
22+ 6+ 9 — y? = (
= (
(
= (
(42* — dzy + y*) — 25
(
(
(
(
= (
(a —
(
(
= (2°
= (

422 — 25 — day + o>

2v —y)* — 25
27 —y)? — 57
2z —y) —5)((2z —y) +5)
20—y — 5)(2x—y—|—5)
a2—2ab+b2)

b)* —
a—b)—c)((a—b)—I—c)
a—b—c)a—b+c)

a®> + b*> — 2ab —

+ 322 y+3xy +9°) -8
r+y) -

23 + 3%y + 3zy? + 3 —
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r+y)d—2°
z+y)—2)((x+y)* +2(x +y) +2°)
z+y—2)(2® + 2zy + v + 21 + 2y + 4)

(
(
= (
16 23+ 322 +3r+ 1823 = (2° + 32° —|—3x—|—1) 8x?
= (z+
= (z+
(
(

1)? — 82°

1)° — (22)°
(x+1) —22)((x +1)* + (z + 1)2z + (22)?)
—x +1)(2% 4+ 22 + 1 + 22% + 22 + 427)
—(x —1)(T2* + 4z + 1)
@ 41 =zt 4+ 222 + 1 — 222

(:L’ + 227 + 1) — 227
+1)? — 227

= (a
= (2 +1)* - (V22)?
(
(

(¢® + 1) = V22)((2* + 1) + V22)
— V2 + 1) (2* + V22 + 1)

- Theorie OK ~ Opl
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Vergelijkingen - Opgaven

o odmmrope

S

Los op (naar de onbekende z):

S5x —25=0

Tx+50=1

3x — 24 = bx + 26

21+ 3x = —dx + 7

(Bxr —2)+22x—5)=4(x—T7) —2(z — 8)
2z + 15 =2(z — 3)

S5z +5(x —4) = 10(x — 2)
(z+1)?—(x—1)*>=T(x —6)

Yr+1)° =02 +3)>*-T(x+1)
(y+Dax+(@y—172=5

8000000000
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Hint
 Herleid de vergelijking tot de vorm ax+b=0 en bepaal de waarden van x die aan de vergelijking voldoen. 


o odemzomme

—~

Los op (naar de onbekende x):

2 —3r+2=0

v?=4(x —1)

224+ —-1=0

102>+ 32 —1=0

2+ r=-2

2¢+ 15 =2(z — 3)
(z+1)° + (v = 1)* = 7(z - 6)

Az +1)+ (22 +3)* =Tz +1)=0
22 +day + 42 =0

00000000

yr? +4zx =5
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Hint
 Herleid de vergelijking tot de vorm ax^2+bx+c=0 en bepaal de waarden van x die aan de vergelijking voldoen. 


Vergelijkingen - Oplossing

O 5 »-0=u-5
® nisi=1=o=-7
©® 3 ou-sri12%=0=-2
5
(4 27 +3r=—5r+7=>v=—2
@ 2120205 =4c-T)-20-8=2=0
(6 20+ 15 =2(z — 3) geen oplossingen
@ 5 50-49=102-2) alezeRr
(8] (x+1)2—(r—1)?=Tr—-6)=2=—14
2
(9] Aa+1)7 =@ +3 - Ta+1) o= —3
O e rw-12=5
2
-y +2y+4
Qo= LR
y # x S

y = —1 = geen oplossingen
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O 2 _3:i2-0 1-1 =2
(2 2% = 4(z — 1), r =2
1
©® 22 s 1-0 2=-1 r=3
1 1
0z + 3z 0 T 5 T 5
6 P r=-2 geen oplossingen
(6] 2r + 15 =2(x — 3) geen oplossingen
(7] (x+1)2+ (x—1)> =7(x —6) geen oplossingen
(8] Az +1)°+ 22 +3)° =T +1)=0 geen oplossingen
9 2? +dry + 42 =0 T = -2y
@ yr? +4x =5
)
=0: = -
4 —4 4+ /16 + 20y
y>—=: =
) 2y
4 )
=—: r=-—=
Y=75 2
4 .
y < — : geen oplossingen
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Vergelijkingen - Uitwerking

(1) Ba — 25 —
= bxr =25
L

r=—
5
=xr=25

(2] Tr 450 =1
— 7z =1-—50
"

r=—
7
=r=—-7

©® 3._2u-5:1%
= 3z — br =26 — (—24)
= 27 = 50
= =-25

O - se47

= 8z = —20

:>x——5
92

@ 212005 =4@-T)-2-3)
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=3r—2+4+4r —10=4x — 28 — 22 + 16
=Tr—12=2x—12
=ir=0=2=0
O 2i15=2u-3
=2r+15=22x—-6
= 0z = —21,
geen oplossingen voor deze uitdrukking
Q@ 5 50-9=100=-2
= 10z — 20 = 10z — 20
= 0x =0,
alle z € R
O i@ 12=7-96)
=" +2r4+1—-2"+2r—1="Tz—42
= dx —Tr = —42
=z=—-14
(9 Yr+1)° =2z +3)>*-T(x+1)
=40’ +8r+4 =42+ 120 +9—Te — 7
=8r+4=>5r+2

= 3r = -2

N 2
r=—c
3

(10 (y+ 1)z +(@y—12=5
= y+1)z=5-(y—1)>%
—y*+2y+4
y+1
y=—-1=0=1

= geen oplossingen

y#—-1=uxw=

Y
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(1) 22— 324+2=0
122+ (F8)z+21=0
D=@8)’—-4-1-@=1

©® 22i:-1-0
22 +lx + (51) =0
D= -4-2 (B -9

_f+0
rT = ——
2-2

1
:—]_ = —
x , x 5

o 1022+ 32 —1=0
D=32440 =49

—3+£7
YT 0
1 1
x——é, x—g
6 4= -2
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P?4+r+2=0

D=1-8=-7<0

geen oplossingen

2¢ + 15 =2(z — 3)

20 —2x +15+6=0

21=0

geen oplossingen

(z+ 1)+ (z—1)?2=7(z—6)

2?4+ 20+ 1+2* - 22+ 1="Tr—42
272 —Tx +44 =0

D =49 —-352<0

geen oplossingen

Az +1)*+ (22 +3)* =Tz +1)=0
87>+ 132 +6=10

D =169 —-192 <0

geen oplossingen

2?4+ dry +4y* =0 x
D = 16y* — 16y*> =0
_ Y

= —2

yr? +4x =5

5
y:0:4x:5:xzz

y#£0=yr’ +42—-5=0

D =16 + 20y
4
D>O:>y>—g
N —4 + /16 + 20y
Tr =
2y
4
D=0=y=—-
Y=75
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4
D<O¢y<—g

= geen oplossingen
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Stelsels - Opgaven

ot

Los de volgende stelsels op:

e S5x = 10
Jy = 12
9 r + y = 7
3y = 12
e 2z = 12
3r + 2y = 12
e r + y =7
x — y =1
e 20 + y =7
r + 2y = 8
@ 20 + y = 7
r — 2y = -9
e v + 2y = 7
2 — 3y = —4
@ v = 3y+12
20 = 4y —2
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Hint
 Gebruik de substitutiemethode of de combinatiemethode om de oplossingen van de stelsels te bepalen. Vergeet niet het stelsel eerst, indien nodig, tot de standaardvorm te herleiden. 
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Az —y)—9
4o + 3y + 1



o odemzomme

Los de volgende stelsels op:

T = 10
(1) 3y — 12
6z = 18
r 4+ y + 4z = 25
9 2z + 3y 12
3T = 9
r + vy + z = 2
9 r —y + z =4
r + vy — z = 6
r + 2y + z = 4
9 r + y + z =1
2 + y + z = 2

2 + 3y + 4z = 16
@ v + 4y + 2z 19
dr + 2y + 3z = 19

2@ +y)+3@y+z) = de+3y+3
(6] 2 +2)+3(z+2) = dy+2z+4
20z4+x)+3(x+y) = 4440 +2
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Hint
 Gebruik de substitutiemethode of de combinatiemethode om de oplossingen van de stelsels te bepalen. Vergeet niet het stelsel eerst, indien nodig, tot de standaardvorm te herleiden. 


Oefening 3 - Opgave

Los de volgende stelsels op:

O AN o0
o —
<H — 1O
I = —© _
N N N
S Iy
D D
D D
+ 4+ 4+ > 23
D D D
N o + + + +
ISERS RS
88 8
+ 4+ 4+ AN 3848
$$nﬂ N——
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Hint
 Gebruik de substitutiemethode of de combinatiemethode om de oplossingen van de stelsels te bepalen. Ga na of er overtollige vergelijkingen zijn, en elimineer deze. Controleer ook of er tegenstrijdige vergelijkingen in het stelsel aanwezig zijn. 


Oefening 4 - Opgave

Een rechthoek heeft een omtrek van 30 meter. De lengte van de rechthoek is
vier maal groter dan de hoogte. Bepaal de afmetingen van de rechthoek.
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Hint
 Bepaal, vertrekkend van de gegevens, een stelsel van twee vergelijkingen met de afmetingen als onbekenden. Los dit stelsel op. 


Oefening 5 - Opgave

Arnaud, Bernard en Christophe hebben samen 200 euro spaargeld. Arnaud
en Bernard hebben samen 160 euro, en Bernard heeft 20 euro meer dan
Christophe. Hoeveel spaargeld heeft elk van de drie?
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Hint
 Bepaal, vertrekkend van de gegevens, een stelsel van drie vergelijkingen met drie onbekenden. Los dit stelsel op. 


Stelsels - Oplossing
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o
™ o [ = —
[ | ST | |
ISEEN S S
- - 1-/ - - -
4 & | 5 o ~
1 | | | I |
D D D D DD
N S = =
1 | | | I |
8 & I 8 & I

OO OO
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Oefening 3 - Oplossing

r=A y=3—-A
r=—-10+A, y=30—24, z=A4A
geen oplossingen

geen oplossingen

r=2, y=-1

- Theorie OK ~ Detail

188



Oefening 4 - Oplossing

189



Oefening 5 - Oplossing

Arnaud heeft 100 euro, Bernard 60 en Christophe 40.

- Theorie OK ~ Detail
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Stelsels - Uitwerking

9 De eerste vergelijking bevat enkel de onbekende x. Door deze vergelijking
op te lossen vinden we onmiddellijk dat = 2. Uit de tweede vergelijking
volgt op dezelfde manier dat y = 4.

De tweede vergelijking levert ons onmiddellijk dat y = 4. Als we deze
waarde invullen in de eerste vergelijking (substitutiemethode) zien we dat

r+4=7

en bijgevolg is x = 3.

Uit de eerste vergelijking volgt dat © = 6. Deze waarde invullen in de
tweede vergelijking levert dan dat

18 4 2y = 12,

waaruit we afleiden dat y = —3.

9 Als we de tweede vergelijking bij de eerste optellen, en de eerste verge-
lijking van de tweede aftrekken, vinden we een equivalent stelsel,

2 =8, —2y = —6

waaruit we besluiten dat x =4 en y = 3.

6 Als we van de eerste vergelijking tweemaal de tweede aftrekken, en van
de tweede tweemaal de eerste aftrekken, bekomen we het equivalente stelsel

-3y = -9 —3x = —6
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en we besluiten dat x = 2 en y = 3.

@ Van de eerste vergelijking tweemaal de tweede aftrekken, en bij de tweede
vergelijking het dubbel van de eerste bijtellen levert

oY = 25 5 = H

en bijgevolg is de oplossing van het stelsel gegeven door x =1 en y = 5.

We nemen het dubbel van de eerste vergelijking en trekken daar driemaal
de tweede af. Anderzijds nemen we het dubbel van de tweede vergelijking en
tellen daar driemaal de eerste bij op. Dit levert het stelsel

13z =13 13y = 26

endusisz=1eny=2.

@ De tweede vergelijking levert ons dat x = 2y — 1. Invullen van deze
waarde in de eerste vergelijking geeft dan

b6y — 3 =3y + 12,

waaruit we onmiddellijk afleiden dat y = 5. Bijgevolg wordt x gegeven door
r=2-5—1=09.

Door gebruik te maken van de rekenregels uit de vorige hoofdstukken
kunnen dit stelsel schrijven in de vorm

—r+Ty=-9 —2xr—by=1.

We trekken van de tweede vergelijking het dubbel van de eerste af en vinden
het stelsel
—x+Ty=-9 — 19y = 19.

We besluiten uit de tweede vergelijking dat y = —1, en deze waarde invullen
in de eerste vergelijking levert

—x—7=-9,

en dus is z = 2.
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G Uit de eerste vergelijking volgt onmiddellijk dat x = 2, uit de tweede
vergelijking leiden we af dat y = 4, en de derde vergelijking toont ons dat
z=3.

@ Uit de derde vergelijking leiden we af dat x = 3. Deze waarde invullen
in de tweede vergelijking toont dan dat

6+ 3y =12,

en bijgevolg is y = 2. Wanneer we beide waarden invullen in de eerste
vergelijking zien we dat
342442 =25,

en we besluiten dat z = 5.

We trekken de tweede vergelijking van de eerste af, tellen de derde bij
de tweede op, en trekken de eerste vergelijking van de derde af. Dit levert
het equivalente stelsel

2y = —2, 2z = 10, —2z =41,

waaruit we afleiden dat

9 We trekken de tweede vergelijking van de eerste en de derde af, en trekken
de eerste en de derde vergelijking af van het drievoud van de tweede. We
bekomen dan het stelsel

w
I
|
w

en de oplossing is bijgevolg



6 We trekken de derde vergelijking af van het dubbel van de eerste, en drie
keer de derde van 4 keer de tweede vergelijking. Dit levert het equivalente

stelsel
4y + 5z = 13

10y — =2z = 19
dr + 2y + 3z = 19.

Vervolgens tellen we 5 keer de tweede vergelijking bij de eerste op, en we
bekomen

54y = 108
10y — =z = 19
dr + 2y + 3z = 19

Uit de eerste vergelijking volgt nu dat y = 2, invullen in de tweede vergelijking
levert z =20 — 19 = 1, en de laatste vergelijking toont ons dan dat

Az +4+3 =19,

waaruit we afleiden dat = = 3.
We herleiden het stelsel eerst, met behulp van de rekenregels uit de
algebra, tot de vorm

—2x + 2y + 3z = 3
3r — 2y + 3z = 4
r + 3y — 2z = 2

Uit de laatste vergelijking halen we x = 2 — 3y + 2z, en invullen in de andere
vergelijkingen levert dan

gy — =z = 7
—1ly + 92 = -2

Uit de eerste vergelijking leiden we af dat z = 8y—7, en de laatste vergelijking
wordt dan 61y = 61, waaruit we afleiden dat y = 1. Invullen in de andere
uitdrukkingen levert dan z =8 —7=1en x =2 — 3+ 2 = 1. De oplossing
is dus
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Oefening 3 - Uitwerking

o We trekken van de tweede vergelijking vier keer de eerste af, en we
bekomen het equivalente stelsel

T + oy 3

0Oz + Oy = 0.

De tweede vergelijking is bijgevolg overtollig, en alle oplossingen worden ge-
kenmerkt door de vergelijking

x+y=3.
We kunnen x = A dan vrij kiezen, en de waarde van y wordt gegeven door

y=3—xr=3—-A.

9 We trekken de eerste vergelijking af van de tweede, en twee keer van de
derde, waardoor we het volgende equivalente stelsel bekomen:

r + vy + z = 20
y + 2z = 30
y + 2z = 30

Als we nu de derde vergelijking van de tweede aftrekken, bekomen we

r + y + =z = 20
y + 2z = 30
0 = 0.

De laatste vergelijking is dus overtollig, en kan uit het stelsel geélimineerd
worden. De tweede vergelijking toont ons dat y = 30 — 2z, en deze waarde
invullen in de eerste vergelijking en oplossen naar x levert ons

y=30—2z, x=20—(30—-22)—2=—-10+z.
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Wanneer we voor z een willekeurig waarde A kiezen, kunnen we besluiten
dat de oplossing van het stelsel gegeven wordt door

r=—-10+A, y=30—-24, z=A.

9 We trekken de eerste vergelijking van de tweede af, en trekken twee keer
de eerste vergelijking van de derde af. We vinden dan

T + y + z = 20
y + z = =8
y + 2z = =32

De tweede vergelijking van de derde aftrekken levert dan

= 20
- -3
= —24

r + y +
y +

S N W

waaruit we besluiten dat de vergelijkingen tegenstrijdig zijn, en dat er bijge-
volg geen oplossingen voor dit stelsel bestaan.

Uit de eerste vergelijking kunnen we besluiten dat z = 2, uit de tweede
vergelijking vinden we dan dat 3y =1 — 4 = —3, en bijgevolg moet y = —1.
Deze waarden zijn echter in tegenspraak met de laatste vergelijking, omdat

2r+y=4—1=3+6.

Dit stelsel heeft daarom geen oplossingen.

9 Uit de eerste vergelijking volgt dat x = 2, uit de tweede vergelijking
besluiten we dat y = —1. Invullen van deze waarden in de derde vergelijking
levert ons

20 +9y =4—-9 = -5,

en bijgevolg voldoet de gevonden oplossing ook aan de derde vergelijking
(die we dus kunnen elimineren uit het stelsel). De oplossing wordt bijgevolg
gegeven door

- Theorie OK - Opl
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Oefening 4 - Uitwerking

Stellen we de lengte en de breedte van de rechthoek voor met L en H. De
gegevens leveren ons dan het volgend stelsel van vergelijkingen:

2L+ H) = 30
L — 4H

We kunnen dit stelsel oplossen met behulp van de substitutiemethode. Uit
de tweede vergelijking leiden we af dat

L =4H.
Invullen in de eerste vergelijking levert dan
2(4H + H) = 30,

waaruit we besluiten dat
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Oetfening 5 - Uitwerking

Stellen we het spaargeld van elk van de drie voor met A, B en C'. De gegevens
leveren ons dan het volgend stelsel van vergelijkingen:

A+ B = 160

A+B+C = 200
B = C+20

Door de tweede vergelijking van de eerste af te trekken vinden we dat
C =200 — 160 = 40.
Invullen in de derde vergelijking levert dan
B =40+ 20 = 60.
Invullen in de tweede vergelijking toont ons dan dat
A+ 60 = 160,

en we besluiten dat
A = 100.

- Theorie OK ~ Opl
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Functies - Opgaven

ot

Bepaal het beeld van de waarden —2, —1, 0, 1 en 2 onder de functie
f(z) =2* -4z + 2.

Bepaal eveneens het domein van de functie, en maak een grafische voorstelling
van de functie.
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Hint
 Gebruik de definitie van domein en grafische voorstelling. 


o odemzomme

Bepaal het beeld van de waarden —2, —1, 0, 1 en 2 onder de functie

Bepaal eveneens het domein van de functie, en maak een grafische voorstelling
van de functie.
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Hint
 Gebruik de definitie van domein en grafische voorstelling. 


o odemomme

Bepaal het beeld van de waarden —2, 0, % en % onder de functie

1
x?2—1

fz) =

Bepaal eveneens het domein van de functie.
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Hint
 Gebruik de definitie van domein. 


o odemiomme

Maak een grafische voorstelling van de volgende lineaire (en constante) func-
ties. Bepaal de richtingscoéfficiént en het snijpunt van de grafiek met beide
assen.

0 y=2x

9 y=2zr+1
@ y=-—x+4
9 y=—3xr+2
® -
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Hint
 Grafische voorstelling van een lineaire functie is een rechte lijn. Het volstaat twee punten van de rechte te bepalen om de grafiek te tekenen. De richtingscoÃ«fficiÃ«nt van de lineaire functie y = mx + C wordt gegeven door m, snijpunt met de y-as is (0,C), snijpunt met de x-as is (-C/m, 0). 


®

Bepaal de lineaire functie waarvan de grafiek door de gegeven punten loopt.

(0,0)en(2,2)
(0,0)en(2,6)
(0,3)en(2,0)
(1,2)en(3,4)
(1,5)en(3,—8)
(1,5)en(5,5)

CPPOOOO
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Hint
 Gebruik de methode voor het opstellen van lineaire functies door gegeven punten. 


o odemsomme

Het waterpeil in een bassin is om 16.00u gelijk aan 5m, om 16ul5 is het
peil gelijk aan 5,20m. Bepaal het waterpeil om 16u05 en om 16u07, gebruik
makend van lineaire interpolatie.
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Hint
 Gebruik de formule voor lineaire interpolatie of de regel van drie. 


Functies - Oplossing
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@O D rechite bevat de punten (—3,—3) en (3,3). Richtingscoéfficiént is 1,
snijpunt met beide assen in (0, 0).

© De rechite bevat de punten (—2,—3) en (2,5). Richtingscoéfficiént is 2,
snijpunten met de assen in (0,1) en (—3,0).

® Do rechte bevat de punten (0,4) en (4,0). Richtingscoéfficiént is —1
snijpunten met de assen in (0,4) en (4,0).

O Do rechte bevat de punten (—1,5) e (1 —1). Richtingscoéfficiént is —3

snijpunten met de assen in (0, 2)

en (3,
@ D rechte bevat de punten (—3,3) en (3,3). Richtingscoéfficiént is 0, de
rechte is horizontaal. Snijpunt met de y-as in (0, 3), geen snijpunt met de
x-as.

y=x

y=2x+1 y=-X:
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©0 0 0060
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Om 16u05 is het waterpeil 5,12 meter,
om 16u07 is het 5,156 meter.
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Functies - Uitwerking

Een eenvoudige berekening toont dat

J(=2) = (-2 —4(-2)+2=2,
J-1) = (1P —4(-1)+2=5,
F0) = (0P —4(0)+2=2,
JO) = (1) —4()+2=-1,
f2) = (2 -4@)+2=

Omdat we voor elke waarde x € R de functiewaarde 2> — 42 + 2 kunnen
berekenen, is

dom f = R.
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Eenvoudige berekening toont dat

1

1Y = S % =02
J0) = =1
) = GErg-5-02

Omdat we voor elke waarde z € R de functiewaarde Z%H kunnen berekenen,
is
dom f = R.
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Eenvoudige berekening toont dat

1 1

1 1 1 4
3 1 1 4
f5)= (3)2—12525

Omdat we de functiewaarde ﬁ kunnen berekenen voor alle waarden van x
behalve —1 en 1, besluiten we dat

dom(f) =R\ {-1,1}.
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Volgens de formule voor lineaire interpolatie wordt het waterpeil om 16u05
gegeven door
5.30 — 5.03

5.03 + 16:15_16:00(16:05—16:00) = 5.12,

terwijl het voor 16u07 gegeven wordt door

5.30 — 5.03
5.03 + 16:15_16:00(16.07—16.00)—5.156.

Als het waterpeil in 15 minuten stijgt met 27 centimeter, stijgt het met 1,8
centimeter per minuut. Op 5 minuten stemt dit overeen met een stijging van
9 centimeter, op 7 minuten hebben we een stijging met 12,6 centimeter. Als
we deze stijgingen bijtellen bij het beginpeil van 5,03 meter, vinden we het
gewenste resultaat.
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